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Introduction

Cette thèse regroupe les travaux e�ectués lors de ma thèse au sein du projet PI2C
à l'Université de Limoges dans la continuité de mon stage de Master Recherche [Cha06]
e�ectué au Projet CODES de l'INRIA Rocquencourt.

Le thème principal de cette thèse était la reconnaissance de codes. Ce sujet est abordé
dans la première moitié de ce manuscrit et a fait l'objet de publications [Cha07, Cha09] et
de résultats soumis [CCN09, CB09]. La problème de reconnaissance de codes est assez ré-
cent dans le domaine académique. En e�et les premiers résultats publics sont arrivés avec la
thèse d'A. Valembois [Val00] en 2000. Brièvement (ceci sera détaillé ultérieurement) le but
de la reconnaissance de codes est de retrouver le code utilisé lors d'une transmission en con-
naissant seulement les données interceptées, c'est-à-dire à partir de mots de codes bruités.
Dans le cas des codes en blocs linéaires aléatoires, ce problème a été montré NP-complet
par A. Valembois dans sa thèse. Cependant il donne une méthode pour reconstruire de tels
codes. Elle est basée sur l'utilisation d'un algorithme de recherche de mots de poids faibles
dans un certain code (di�érent du code que l'on veut reconstruire), qui malheureusement
est de très grande longueur. Ceci apporte des limites à cet algorithme et ainsi, on ne peut
atteindre de grandes longueurs de codes et/ou des taux de bruit raisonnables. Mais cette
limitation était attendue après la démonstration de la NP-complétude du problème de re-
connaissance de codes. Ensuite, M. Cluzeau et M. Finiasz [Clu06b, Clu06a, Clu09] se sont
intéressés à l'amélioration de cette technique. Ils ont proposé un meilleur test statistique
pour distinguer une séquence aléatoire d'une séquence codée bruitée. Ils ont aussi adapté
cet algorithme à la reconnaissance de codes LDPC en ajoutant des techniques de décodage
itératif. Grâce à cela ils atteignent les bornes théoriques pour les LDPC concernant le nom-
bre de mots nécessaires obtenues par M. Cluzeau et J-P. Tillich dans [Clu08]. Ceci montre
que cette méthode est optimale (du point de vue de la longueur de séquence nécessaire)
pour la reconstruction des codes LDPC. Ils ont ensuite appliqué cela à la détection de la
longueur du code utilisé et à la synchronisation.

Ici, je m'intéresse à des problèmes moins généraux. Je suppose en e�et connaître des
informations sur le code et utilise ces données pour élaborer un algorithme dédié. Tout
d'abord, le problème le plus simple auquel je m'intéresse est le problème de reconnaissance
d'un code [Cha07]. Peut-on distinguer une séquence aléatoire d'une séquence bruitée codée
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par un code donné ? Je présente ici une méthode pour résoudre ce problème. Elle est sim-
plement constituée de calculs de produits scalaires entre des mots d'une base du dual et
les mots bruités de la séquence. Un test statistique servant de distingueur est élaboré et
naturellement, il comporte des probabilités de fausse alarme et de non-détection qui font
partie des paramètres de l'algorithme. Ces paramètres déterminent entre autres la longueur
de la séquence à considérer. Grâce à cette méthode, nous sommes maintenant en possession
d'une brique de base qui nous servira par la suite.

Ensuite, je me suis intéressé à un problème un peu plus général : la reconstruction de
codes appartenant à une famille [Cha09]. Supposons maintenant que le code utilisé ap-
partienne à une famille connue (typiquement des codes linéaires en blocs sur un même
corps et de même longueur). Le principe général formulé ici est de faire une recherche
exhaustive sur les codes maximaux de cette famille (en utilisant l'algorithme de recon-
naissance d'un code) au lieu de faire une recherche exhaustive sur tous les éléments de la
famille. Cette technique est optimale si on considère la famille des codes cycliques d'une
certaine longueur. En e�et, le nombre de codes maximaux est logarithmique en le nom-
bre d'éléments de la famille. Et ainsi, revient à une recherche exhaustive sur une �base�
plutôt que sur la famille entière. De cette façon, on obtient en pratique des temps de cal-
cul bien meilleurs que ceux obtenus avec l'algorithme de reconstruction de codes aléatoires.

En ce qui concerne les codes convolutifs, les algorithmes de reconstruction de tels codes
utilisent tous le fait que les paramètres de l'encodeur sont supposés connus. En pratique,
on e�ectue une recherche exhaustive sur ces paramètres. Je me suis intéressé à la détection
de ces paramètres [CB09], c'est-à-dire retrouver ces paramètres à partir d'une séquence
codée bruitée sans passer par un algorithme de reconstruction. Cette étude est faite dans
le but d'éviter cette recherche exhaustive sur les paramètres et ainsi accélérer la reconstruc-
tion. Pour cela, on utilise la transformée de Burrows-Wheeler utilisée dans l'algorithme de
compression bzip2. Elle consiste en un réarrangement de la séquence. Et dans le cas d'une
séquence codée par un code convolutif, elle fait apparaître des suites de mêmes bits (runs).
On applique ensuite un test statistique sur le nombre de runs, a�n de distinguer une telle
suite codée d'une suite aléatoire. De plus elle permet de distinguer des suites codées par
des codes de paramètres di�érents. Ainsi, on obtient un algorithme qui, à partir d'une
séquence codée bruitée, permet de retrouver les paramètres du codeur (nombre d'entrées,
de sorties, et de cases mémoire) ainsi que la probabilité d'erreur du canal. Pour des taux
d'erreur du canal inférieur à 10−2, la détection préalable des paramètres permet d'améliorer
l'algorithme de reconstruction.

Dans la deuxième partie de ce manuscrit, je me suis intéressé à la structure des codes
quasi-cycliques. Ce genre d'étude peut être intéressant dans plusieurs domaines. En e�et,
une meilleure connaissance de la structure de telles familles peut aider à élaborer des algo-
rithmes de reconnaissance de codes dédiés (c'est le cas pour les codes cycliques), à exhiber
de nouvelles familles de codes avec de bons paramètres ou encore mieux comprendre l'u-
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tilisation des codes quasi-cycliques dans le cryptosystème de McEliece.

Tout d'abord, nous nous sommes intéressés à la construction d'une sous-famille de codes
quasi-cycliques annulés par des polynômes à coe�cients matriciels [CCN09]. La motiva-
tion de cette étude était de généraliser les résultats bien connus pour les suites récurrentes
linéaires et les codes cycliques. Concernant les suites récurrentes linéaires, nous avons
généralisé les résultats principaux tels que la rationalité des suites récurrentes linéaires aux
suites récurrentes linéaires à coe�cients matriciels. Ensuite, nous avons regardé les codes
quasi-cycliques comme des codes cycliques sur l'anneau F`q. Nous avons pu ainsi généraliser
des résultats issus des codes cycliques tels que la formulation du dual d'un code. Ici, le dual
d'un code annulé par un polynôme est encore un code annulé par un polynôme que nous
déterminons. Ainsi, il nous a été possible de construire des codes quasi-cycliques auto-duaux
annulés par un polynôme à coe�cients matriciels. Parmi ces codes auto-duaux, certains
atteignent les meilleures bornes connues pour les distances minimales.

Ensuite, toujours pour essayer de généraliser les résultats obtenus pour les codes cy-
cliques, je me suis intéressé aux permutations laissant invariant la quasi-cyclicité. W.C.
Hu�mann, V. Job et V. Pless ont déterminé dans [HJP93] l'ensemble de ces permutations
dans le cas où la longueur du code vaut pr ou p2 pour p et r des nombres premiers dis-
tincts. En e�et, il est di�cile de tous les déterminer dans le cas général. Cependant, ils
déterminent le normalisateur de T (le shift) dans Sn qui est toujours constitué de telles
permutations. Ici, je détermine le normalisateur de T ` (le quasi-shift) dans Sm`. De même,
ces permutations sont toujours des permutations conservant la quasi-cyclicité.
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Chapitre 1

Notions de théorie des codes

Rappelons tout d'abord quelques notions essentielles et utiles pour la suite sur la théorie
des codes correcteurs d'erreurs. Nous détaillerons dans un premier temps les bases ainsi
que certaines structures particulières de codes en blocs linéaires. Ensuite, nous nous in-
téresserons à une classe de codes �à �ot�, les codes convolutifs. Ces rappels sont tirés des
ouvrages classiques [HP03, MS77, PH88].

1.1 Codes en blocs linéaires

1.1.1 Dé�nitions et propriétés

Considérons le corps de base Fq où q = pm est une puissance d'un nombre premier.

Dé�nition 1 Soient k, n ∈ N∗ avec k ≤ n.
Un code en bloc linéaire de longueur n et de dimension k est un sous-espace vectoriel de
dimension k de Fnq .

Dans la suite, par abus de langage et quand il n'y aura pas d'ambiguïté possible, nous
parlerons de code au lieu de code en bloc linéaire. Un tel objet sera alors appelé un [n, k]q-
code ou encore un [n, k]-code sur Fq. Les éléments d'un code sont appelés les mots de ce
code.

Dé�nition 2 Soit x = (x1, . . . , xn) un vecteur de l'espace ambiant Fnq . On dé�nit le support
de ce vecteur par

supp(x) := {i ∈ {1, . . . , n}| xi 6= 0}

Nous allons maintenant munir l'ensemble des vecteurs de Fnq d'une distance. A cet e�et,
dé�nissons le poids d'un mot.

Dé�nition 3 Soit x ∈ Fnq un vecteur de l'espace ambiant. On dé�nit le poids de Hamming
de ce mot par la valeur

wH(x) = #supp(x)
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Le poids de Hamming de x est le nombre de coordonnées non nulles du vecteur x.

Dé�nition 4 Soient x et y des vecteurs de l'espace ambiant Fnq . La distance de Hamming
entre ces deux vecteurs est donnée par

dH(x, y) = wH(x− y)

La distance de Hamming entre x et y est le nombre de coordonnées di�érentes entre x et
y.
Si C est un code sur Fq, on dé�nit la distance de x au code C de la façon suivante

dH(x,C) := min
c∈C

dH(x, c)

La Distance de Hamming est bien une distance au sens usuel.

Remarquons que le poids de x est en fait la distance entre x et le vecteur nul (wH(x) =
dH(x, 0)).

Dé�nition 5 Soit C un [n, k]-code sur Fq. On dé�nit la distance minimale de C par

dmin(C) := min
c,c′∈C, c 6=c′

dH(c, c′) = min
c∈C, c6=0

wH(c)

Cette distance est habituellement notée d et ainsi, on parlera d'un [n, k, d]-code sur Fq.

Proposition 1 (Borne de Singleton)
Soit C un code de paramètres [n, k, d]. Alors :

d ≤ n− k + 1

Lorsque cette borne est atteinte, c'est-à-dire quand d = n − k + 1, on parle de code
parfait ou MDS (Maximum Distance Separable).

Exemple 1 Considérons le code de parité dont chaque mot c = (c1, . . . , cn) est tel que

cn = −
n−1∑
i=1

ci.

Prenons comme exemple le code de parité binaire de longueur 4.

C := {0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111}

Il a pour dimension 3 et a bien pour distance minimale 2 = 4− 3 + 1.

16



1.1 Codes en blocs linéaires

La distance minimale d'un code est une quantité primordiale puisqu'elle caractérise la
capacité de correction de code :

Proposition 2 Soit C un [n, k, d]-code sur Fq. Soit t =
⌊
d−1

2

⌋
. Alors, pour tout x ∈ Fnq tel

que dH(x,C) ≤ t, il existe un unique élément c de C tel que dH(x, c) = dH(x,C).

Soient C un code de longueur n sur Fq, c ∈ C un mot de code et e ∈ Fnq un motif de
bruit (c'est-à-dire un vecteur de poids faible). Notons x = c⊕ e. Le principe du décodage
est le suivant :

A partir de x, peut-on retrouver c (ce qui est équivalent à retrouver e).

En théorie, il est possible de décoder de manière unique pour des motifs d'erreurs de
poids inférieur à la capacité de correction t du code. Cependant, en pratique, on fait face
à des problèmes de complexité en temps. Par exemple, dans le cas du décodage des codes
aléatoires, les meilleures techniques connues à ce jour utilisent des algorithmes de recherche
de mots de poids faible tels que les versions de Stern[Ste89], Canteaut-Chabaud [CC98] et
Bernstein[BLP08]. La méthode est la suivante :

Soient C un code de distance minimale d, c un mot de ce code et e un motif d'erreur
de poids inférieur à la capacité de correction t = bd−1

2
c de C. Considérons maintenant D

le code obtenu en ajoutant x = c⊕ e à une base de C (D = C ⊕ x). Dans le code D, il y a
tous les mots de code de C ainsi que tous les translatés de ces mots par e. En particulier le
vecteur e appartient à D et il est le vecteur de plus petit poids de D. Ainsi un algorithme
de recherche de mots de poids faible appliqué à D est susceptible de renvoyer exactement le
vecteur e. Cependant cet algorithme reste exponentiel en la longueur n du code. En e�et,
dans [CC98], une approximation de la complexité de cette méthode dans le cas binaire est
donnée par :

2naH(R)+b

où a = 5.511 10−2, b = 12, R est le rendement du code et H la fonction entropie

H(x) = −x log2(x)− (1− x) log2(1− x).

Ainsi, nous sommes amenés à étudier des familles particulières de codes telles que
les codes BCH et les codes de Reed-Solomon par exemple. Pour de telles familles, des
algorithmes de décodage dédiés utilisant la structure particulière de ces codes ont été
exhibés. Ces spéci�cations permettent d'obtenir des complexités bien meilleures.

1.1.2 Matrice génératrice et matrice de parité

Soit C un [n, k]-code sur Fq. Comme C est un sous-espace vectoriel de Fnq de dimension
k, on peut le représenter par une de ses Fq-base (c1, . . . , ck).
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Chapitre 1. Notions de théorie des codes

Dé�nition 6 Soit C un [n, k]-code sur Fq. Soit (c1, . . . , ck) une base de C. Alors la matrice

G :=


c1

c2

...
ck


est appelée une matrice génératrice de C.

Propriété 1 Soit G une matrice génératrice d'un code C. On dit qu'elle génère C, car en
e�et, tout mot de code c ∈ C est obtenu par multiplication à gauche de G par un vecteur
de Fkq .

Pout tout c ∈ C, il existe m ∈ Fkq tel que m.G = c

Du fait qu'un code est un sous-espace vectoriel, on peut e�ectuer n'importe quelle
opération inversible sur les lignes de G, la matrice résultante sera toujours une matrice
génératrice.

Propriété 2 Soit G une matrice génératrice de C. Soit S ∈ Mk,k(Fq) une matrice in-
versible. Alors G′ = SG est toujours une matrice génératrice de C.

Dé�nition 7 Soient C un [n, k]-code et G une matrice génératrice de C. On dit que G
est sous forme systématique si elle est de la forme

G = (Ik|R) où R ∈Mk,n−k(Fq).

Plus généralement, on peut toujours parler de forme systématique si la matrice identité Ik
n'a pas pour support de colonnes l'ensemble {1, . . . , k} mais un ensemble I . Si on note J
son complémentaire dans {1, . . . , n}, on notera :

G = (Ik|R)I,J .

Pour avoir l'unicité de la matrice, on garde l'ordre naturel sur les éléments de I et J .

Exemple 2 Soit C le code linéaire binaire ayant pour matrice génératrice

G =

 1 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1



Alors G = (Ik|R)I,J avec R =

 1 0 0 1
1 1 1 1
0 1 1 1

, I = {1, 3, 6} et J = {2, 4, 5, 7}.
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1.1 Codes en blocs linéaires

Avec cette dé�nition, chaque matrice génératrice G peut être mise sous forme systé-
matique. Pour cela, il su�t de réaliser un pivot de Gauss sur un ensemble de colonnes
linéairement indépendantes. Cela revient à multiplier G à gauche par l'inverse de la sous-
matrice de G obtenue en ne gardant que ces colonnes.

Exemple 3 Soit C le code linéaire binaire ayant pour matrice génératrice

G =

 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1
1 0 1 1 1



Si on prend S =

 1 1 1
0 1 1
1 1 0

 , alors G′ := SG =

 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 1

 est sous forme

systématique.

Un code étant un sous-espace vectoriel d'un certain Fnq , on peut s'intéresser à son espace
dual.

Dé�nition 8 Soient c = (c1, . . . , cn) et d = (d1, . . . , dn) des vecteurs de Fnq . On appelle le
produit scalaire entre c et d la quantité

< c, d >:=
n∑
i=1

cidi

Remarquons que le terme de produit scalaire est en fait un abus de langage (cette
application bilinéaire n'est pas dé�nie positive).

Dé�nition 9 Soit C un [n, k]-code sur Fq. On dé�nit son code dual noté C⊥ par

C⊥ := {d ∈ Fnq | pour tout c ∈ C, < c, d >= 0}

Ainsi, C⊥ est un [n, n− k]-code sur Fq.

De même manière que pour la matrice génératrice d'un code, on peut dé�nir une matrice
générant le code dual.

Dé�nition 10 Soit C un [n, k]-code sur Fq. On appelle matrice de parité de C toute
matrice génératrice H de son code dual C⊥. On a donc

pour tout c ∈ C, H.tc = 0

Ainsi, si G est une matrice génératrice de C, on a

G.tH = 0
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Chapitre 1. Notions de théorie des codes

Il est alors facile de construire une matrice de parité d'un code à partir d'un matrice
génératrice de ce code.

Proposition 3 Soient C un [n, k]-code et G une matrice génératrice de C sous forme
systématique

G = (Ik|R) où R ∈Mk,n−k(Fq)

Alors la matrice H = (−tR|In−k) est une matrice de parité de C.

Exemple 4 Prenons pour exemple le code de Hamming de longueur 7. Les codes de Ham-
ming forment une famille de codes linéaires binaires de longueur 2m − 1, de dimension
2m−m− 1 et de distance minimale 3. Ils permettent ainsi de corriger des erreurs de poids
1. Une matrice de parité de ces codes est obtenu en listant sur les colonnes tous les vecteurs
binaires de longueur m non nuls.

Dans notre exemple il s'agit d'un code C de paramètres [7, 4, 3].

H =

 1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1


Et ainsi C possède une matrice génératrice de la forme :

G =


1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1


Nous avons vu dans la Propriété 2 que toute action inversible sur les lignes ne changeait

pas le code. Cependant, en général des transformations sur les colonnes donnent un code
tout à fait di�érent. D'où la dé�nition :

Dé�nition 11 Soit C un code de longueur n. On note Aut(C) l'ensemble des permutations
sur les colonnes laissant C invariant.

Aut(C) := {σ ∈ Sn|σ(C) = C}

Aut(C) est appelé groupe d'automorphismes de C.

En général Aut(C) est réduit à {Id}. En e�et, un groupe d'automorphismes non trivial
implique une structure dans le code. Intéressons-nous à des familles de codes ayant un
groupe d'automorphismes non trivial et étudions leur structure.
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1.1 Codes en blocs linéaires

1.1.3 Codes cycliques

Jusqu'à maintenant, un code était seulement un sous-espace vectoriel quelconque de Fnq .
Cependant aucun algorithme e�cace de décodage n'existe pour les codes aléatoires, alors
des études ont été réalisées pour construire des familles de codes structurés, en espérant
pouvoir trouver un algorithme de décodage dédié plus e�cace.

Dé�nition 12 Soit

T : Fnq → Fnq
(x1, x2, . . . , xn) 7→ (xn, x1, . . . , xn−1)

l'application décalage circulaire aussi appelée shift.
Soit C un code de longueur n sur Fq. Par dé�nition :

C est cyclique ⇐⇒ Pour tout c ∈ C, T (c) ∈ C

En d'autres mots, C reste stable par l'action de la permutation sur les colonnes T ou
T ∈ Aut(C).

Représentation polynomiale

Par souci de facilité d'écriture et a�n d'étudier les propriétés algébriques de ces codes,
il est plus commode d'écrire les mots d'un code cyclique sous forme polynomiale grâce à
l'identi�cation suivante :

c = (c0, c1, . . . , cn−1)←→ c(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1

Et ainsi l'action du décalage circulaire sur un mot revient à la multiplication par X modulo
Xn − 1 sur le polynôme correspondant :

T (c) = (cn−1, c0, . . . , cn−2)←→ X.c(X) = cn−1 + c0X + · · ·+ cn−2X
n−1 mod (Xn − 1)

Dé�nition 13 Soit Rn l'anneau quotient dé�ni par

Rn := Fq[X]/〈Xn − 1〉

Ainsi, un décalage circulaire sur un mot de code c correspond à une multiplication par
X de c(X) dans cet anneau quotient Rn. Dorénavant, nous utiliserons librement les deux
notations suivant le contexte.

Proposition 4 Soit C un code de longueur n sur Fq.

C est cyclique ⇐⇒ C est un idéal de Rn.

Exemple 5 Soient q = 2 et n = 7. L'idéal (X3 + X + 1).F2[X]/〈X7 − 1〉) est un code
cyclique de longueur 7 sur Fq.
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Chapitre 1. Notions de théorie des codes

Propriété 3 Soit C un code cyclique de longueur n sur Fq avec pgcd(n, q) = 1. Alors :
� C est un idéal principal de Rn.
� Il existe un unique polynôme unitaire g(X) de plus bas degré dans C.
� C = 〈g(X)〉.
� g(X) divise Xn − 1.

Il vient alors que tous les codes cycliques d'une longueur n donnée sur Fq peuvent
s'obtenir grâce à la factorisation de Xn − 1 sur Fq.

Exemple 6 Les codes cycliques de longueur 7 sur Fq sont :
� 〈1〉 = Rn.
� 〈(X + 1)〉.
� 〈(X3 +X + 1)〉.
� 〈(X3 +X2 + 1)〉.
� 〈(X + 1)(X3 +X + 1)〉.
� 〈(X + 1)(X3 +X2 + 1)〉.
� 〈(X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1)〉.
� 〈0〉 = {0}.

Matrice génératrice et matrice de parité

Proposition 5 Soit C = 〈g(X)〉 un code cyclique de longueur n sur Fq (avec g(X) divisant
Xn − 1). Alors C est un code de dimension k = n− deg(g).

Remarque 1 Tous les mots du code engendré par g(X) s'écrivent sous la forme (m0 +
m1X + · · ·+mn−deg(g)−1X

n−deg(g)−1)g(X).

Grâce à cette notion d'être engendré par un polynôme, il est facile de construire une
matrice génératrice d'un code cyclique.

Proposition 6 Soit C = 〈g(X)〉 un code cyclique de longueur n sur Fq avec g(X) =
g0 + g1X + · · · gdeg(g)X

deg(g). Si de plus g(X) divise Xn − 1, on a

G =


g0 g1 · · · gdeg(g) 0 0 · · · 0
0 g0 g1 · · · gdeg(g) 0 · · · 0

. . . . . .
0 0 0 · · · g0 g1 · · · gdeg(g)


est une matrice génératrice de C.

Exemple 7 Une matrice génératrice du code cyclique sur F2 de longueur 7 engendré par
X3 +X + 1 est

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
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1.1 Codes en blocs linéaires

Précédemment, nous avons vu qu'il était facile de construire une matrice de parité d'un
code à partir d'une de ses matrices génératrice. Dans le cas d'un code cyclique, il est facile
de caractériser son dual. En e�et, il s'agit toujours d'un code cyclique dont un générateur
est facilement calculable.

Théorème 1 Soit C un code cyclique de longueur n sur Fq engendré par g(X) avec Xn−
1 = g(X)h(X). Alors

C⊥ = 〈h∗(X)〉

où h∗(X) =

deg(h)∑
i=0

hiX
deg(h)−i si h(X) =

deg(h)∑
i=0

hiX
i

Ainsi, la construction d'une matrice de parité est immédiate.

Exemple 8 Reprenons C = 〈X3+X+1〉 le code cyclique de longueur 7 sur F2 de l'exemple
précédent. On a la factorisation

Xn − 1 = (X3 +X + 1)(X4 +X2 +X + 1).

Ainsi, C⊥ est un code cyclique engendré par h∗(X) = X4 + X3 + X2 + 1. Et donc, une
matrice de parité de C est donnée par

H =

 1 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1


Codes BCH

Les codes BCH forment une sous-famille des codes cycliques qui ont été introduits
indépendamment autour de 1960 par A.Hocquenghem et R.C.Bose, K.Ray-Chaudhuri.
Ces codes cycliques particuliers sont intéressants puisqu'ils possèdent un algorithme de
décodage utilisant la borne BCH. Ils sont décrits grâce aux racines du polynôme g(X)
engendrant le code.

Soient n ∈ N∗ et Fq le corps de base. Soit m l'ordre de q modulo n. Les racines du
polynôme Xn − 1 sont des éléments de Fqm . De plus, elles sont des racines nème de l'unité.
En particulier, si on note α un élément primitif de Fqm et β = α(qm−1)/n, β sera une racine
primitive nème de l'unité et toutes les racines de Xn − 1 en seront des puissances.

Xn − 1 =
n−1∏
i=0

(X − βi).

Considérons C un code cyclique de longueur n sur Fq engendré par g(X) (de degré r)
divisant Xn − 1. Le polynôme g(X) aura pour racines βi1 , . . . , βir .
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Chapitre 1. Notions de théorie des codes

Théorème 2 Soit C le code cyclique de longueur n sur Fq engendré par g(X). Si g(X) a
pour racines βb, βb+1, . . . , βb+δ−2 ces δ − 1 puissances consécutives de la racine primitive
β, alors la distance minimale de C est au moins δ. Ce paramètre δ est appelé la distance
construite.

Théorème 3 Pout tout entier n de la forme qm−1, m ≥ 3 (q une puissance d'un premier),
il existe un code cyclique t-correcteur C de paramètres [n, k] tel que k ≥ n− 2tm si q > 2
(k ≥ n− tm si q = 2) dont le polynôme générateur est :

g(X) = ppcm(m1(X),m2(X), . . . ,m2t−1(X))

où mi(X) est le polynôme minimal de αi, α étant un élément primitif de Fqm.

Dé�nition 14

� Un tel code est appelé un code BCH.

� Si de plus b = 1, on parle de code BCH au sens strict.

� Et si n = qm − 1, on parle de code BCH primitif.

En particulier, pour n ∈ N∗ et q = pr premiers entre-eux, et δ ∈ {1, . . . , n}, il est facile
de construire un code BCH de longueur n sur Fq et de distance minimale au moins δ. Il
est engendré par le polynôme

g(X) = ppcm(µβ(X), µβ2(X), . . . , µβδ−1(X))

où µγ(X) désigne le polynôme minimal de γ à coe�cients dans Fq.

Exemple 9 Soient n = 15, q = 2 et δ = 3. L'ordre de q = 2 modulo n = 15 est m = 4.
Soit β une racine primitive 15ème de l'unité (β ∈ Fqm = F24 et β4 + β + 1 = 0).

Posons

g(X) = ppcm(µβ(X), µβ2(X), µβ3(X))
= ppcm(X4 +X + 1, X4 +X + 1, X4 +X3 +X2 +X + 1)
= X8 +X7 +X6 +X4 + 1.

Alors, le code cyclique engendré par g(X) est une code BCH primitif au sens strict de
longueur 15 sur F2 de distance minimale au moins 3.

Codes de Reed-Solomon

Nous allons maintenant considérer une famille de codes BCH primitifs avec m = 1.
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1.1 Codes en blocs linéaires

Dé�nition 15 Soit q = pr une puissance d'un nombre premier. Un code de Reed-Solomon
sur Fq de distance minimale d est un code BCH de longueur n = q−1 = pr−1 et de distance
construite d.

La racine primitive nème de l'unité α que l'on doit considérer pour construire le code
BCH se trouve cette fois-ci dans Fq. Ainsi les polynômes minimaux des puissances de ces
racines sont de degré 1. Par conséquent le polynôme générateur g(X) = (X − αb)(X −
αb+1) · · · (X−αb+d−2) est de degré d−1 et le code est de dimension k = n−(d−1) = n−d+1.
Un code de Reed-Solomon est donc MDS.

1.1.4 Codes quasi-cycliques

Les codes quasi-cycliques sont une généralisation des codes cycliques. En e�et, dans le
cas des codes cycliques on imposait la présence d'un shift dans le groupe d'automorphismes
d'un code, ici, nous imposerons la présence d'un quasi-shift.

Dé�nition 16 Soit

T : Fnq → Fnq
(x1, x2, . . . , xn) 7→ (xn, x1, . . . , xn−1)

le shift dé�ni précédemment.
Soient C un code de longueur n sur Fq et ` ∈ N∗. Par dé�nition :

C est `-quasi-cyclique ⇐⇒ Pour tout c ∈ C, T `(c) ∈ C.

En d'autres mots, C reste stable par la permutation sur les colonnes T ` ou T ` ∈ Aut(C).

La permutation T ` est appelée quasi-shift.

Exemple 10 Le code linéaire binaire ayant pour matrice génératrice

G =

 1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0


est 2-quasi-cyclique.

En fait, plus généralement on peut parler de code `-quasi-cyclique dès que le groupe
d'automorphismes du code contient une permutation `-quasi-cyclique. Nous détaillerons
cela dans la dernière partie.
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1.1.5 Codes de Reed-Muller

Les Codes de Reed-Muller forment une famille de codes introduite dans les années 1950
par D.E. Muller en collaboration avec I.S. Reed qui en donna un algorithme de décodage.
Depuis, ces codes ont été beaucoup étudiés en particulier pour leur représentation grâce à
des fonctions booléennes.

Dé�nition 17 Soit m un entier naturel. Toute fonction

f : Fm2 −→ F2

(v1, . . . , vm) 7−→ f(v1, . . . , vm)

est appelée une fonction booléenne à m variables.

Dé�nition 18 Soit f une fonction booléenne à m variables. On note

f := (f(0, 0, . . . , 0), f(1, 0, . . . , 0), . . . , f(1, 1, . . . , 1))

le vecteur binaire de toutes les valeurs prises par f .

Exemple 11 Soit m = 2. La fonction f : Fm2 −→ F2 à 2 variables dé�nie par

f(v1, v2) = v1v2

est une fonction booléenne. Pour cette fonction booléenne,

f = (f(0, 0), f(1, 0), f(0, 1), f(1, 1)) = (0, 0, 0, 1).

Puisque v2
i = vi, tout monôme de l'expression d'une fonction booléenne peut être écrit

de manière unique comme produit de variables distinctes. On dé�nit ainsi le degré d'une
fonction booléenne comme étant le nombre maximal de variables distinctes apparaissant
dans chaque monôme.

Dé�nition 19 Le code de Reed-Muller binaire d'ordre r enm variables R(r,m) de longueur
n = 2m, pour 0 ≤ r ≤ m, est l'ensemble de tous les vecteurs f où f(v1, . . . , vm) est une
fonction booléenne de degré au plus r.

Exemple 12 Soient r = 1 et m = 2. Le code de Reed-Muller binaire d'ordre 1 en 2
variables est obtenu de la façon suivante :

f f
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
v1 0 1 0 1
v2 0 0 1 1

v1 + v2 0 1 1 0
1 + v1 1 0 1 0
1 + v2 1 1 0 0

1 + v1 + v2 1 0 0 1
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1.2 Codes convolutifs

Proposition 7 Le code de Reed-Muller binaire R(r,m) d'ordre r en m variables a pour
� longueur n = 2m,
� dimension k = 1 + C1

m + · · ·Cr
m,

� distance minimale d = 2m−r.

1.2 Codes convolutifs

Les codes convolutifs ont été introduits par P. Elias [Eli55] dans les années 50. À cette
époque-là, aucun algorithme de décodage e�cace n'existait. Les premiers algorithmes de
décodage e�caces apparurent au début des années 60 pour aboutir à l'algorithme de Viterbi
[Vit67, Omu69, For73] en 1967. Cet algorithme repose sur la recherche de plus court chemin
dans un treillis et permet d'atteindre des performances remarquables qui ont fait qu'ils sont
devenus des standards dans les communications spatiales par exemple.

Un (n, k,m)-code convolutif est composé de k registres à décalage non rétroactifs com-
portant m cases mémoire. A chaque top d'horloge, pour chacune des n sorties, certains bits
de l'état interne (dépendant de polynômes générateurs) sont additionnés (par un XOR).
Cette somme donne le bit de sortie.

Fig. 1.1 � Code convolutif à 1 entrée et n sorties

La structure des codes convolutifs est riche et permet plusieurs approches. Dans un
premier temps, nous détaillerons une approche polynomiale et ensuite une approche plutôt
orientée algèbre linéaire.

1.2.1 Représentation polynomiale

Dans son chapitre du Handbook of coding theory [McE98], R.J. McEliece donne une
formalisation très complète des codes convolutifs. Son approche algébrique polynomiale
permet une étude poussée des propriétés de tels codes et est indispensable pour aborder
les problèmes de reconstruction.
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Dé�nition 20 Un (n, k)-code convolutif est une application linéaire qui associe à une suite
u(0), u(1), . . . de mots de longueur k une suite x(0), x(1), . . . de mots de longueur n.

À la di�érence des codes en blocs, un code convolutif possède une mémoire interne s(i)
de taille m et le ième mot de code x(i) ne dépend plus seulement du ième mot d'entrée u(i),
mais aussi du ième état interne s(i).

On décrit ainsi un codeur convolutif de la façon suivante :

s(0) = 0 et pour i ≥ 1,

s(i+ 1) = s(i)A+ u(i)B, (1.1)

x(i) = s(i)C + u(i)D, (1.2)

où les quatre matrices binaires A,B,C et D ont pour taille

A : m×m
B : k ×m
C : m× n
D : k × n

L'entier m est appelé degré du codeur.

Dé�nition 21 Le code convolutif associé aux matrices (A,B,C,D) est dé�ni comme étant
l'ensemble de toutes les séquences possibles x(0), x(1), . . . produites par les équations d'en-
codage (1.1) et (1.2).

Dé�nition 22 À une suite (a(i))i≥0, on associe sa fonction génératrice

A(Z) =
∑
i≥0

a(i)Zi.

On peut ainsi dé�nir l'encodage par un codeur convolutif de façon polynomiale :

Si on note S(Z), X(Z) et U(Z) les fonctions génératrices respectives de (si)i, (xi)i et (ui)i,
on a alors les équation d'encodage

S(Z) = U(Z)E(Z), (1.3)

X(Z) = U(Z)G(Z), (1.4)

où les matrices E(Z) (qui est k ×m) et G(Z) (qui est k × n) sont données par :

E(Z) = B(Z−1Im − A)−1, (1.5)

G(Z) = D + E(Z)C = D +B(Z−1Im − A)−1C. (1.6)

La matrice G(Z) est appelée matrice génératrice du codeur convolutif.
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1.2 Codes convolutifs

1.2.2 Représentation binaire

Un code convolutif peut aussi être vu comme un endomorphisme de F∗2 l'espace vec-
toriel sur F2 des suites binaires. Un (n, k,m)-codeur est caractérisé par ses branchements
sur les cases mémoire pour chaque sortie, c'est-à-dire les coe�cients des polynômes généra-
teurs. Notons p1,0, . . . , p1,km−1, . . . , pn,0, . . . , pn,km−1 les coe�cients de ces polynômes. Ainsi
la matrice de cet endomorphisme vaut

M =



p1,0 · · · p1,k · · · p1,km−1 0 0 · · ·
...

... 0 0 · · ·
pn,0 · · · pn,k · · · pn,km−1 0 0 · · ·
0 0 p1,0 · · · · · · p1,km−1 0 · · ·
0 0

...
... 0 · · ·

0 0 pn,0 · · · · · · pn,km−1 0 · · ·
. . . . . . . . .


.

Si on note E = (e0, e1, . . .) la séquence binaire d'entrée et S = (s0, s1, . . .) la séquence
de sortie, on a ainsi

M

 e0

e1
...

 =

 s0

s1
...

 .
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Chapitre 1. Notions de théorie des codes
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Première partie

Reconnaissance de codes
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Chapitre 2

Introduction

Dans cette partie, nous nous intéresserons à l'analyse d'un train binaire intercepté
lors d'une transmission de données. Le but est dans l'idéal de reconstruire entièrement le
système de transmission. A�n de réaliser cela, le problème est découpé en sous-problèmes
(en considérant des sous-systèmes plus simples). En particulier, nous nous intéressons ici
à la reconstruction du code correcteur utilisé lors de la transmission.

2.1 Transmission de données

Nous nous plaçons ici dans le contexte de transmission de données, ou plus précisément
de transmission numérique de données. Par dé�nition, une transmission numérique consiste
à transférer de l'information sous forme de suite de symboles entre deux entités. Les études
sur les transmissions numériques ont commencé avec les travaux de C. Shannon [Sha48]
en 1948. Depuis, beaucoup d'études ont été réalisées, en particulier en théorie des codes et
plus précisément en reconnaissance de codes.

Lors d'une transmission de données, un émetteur souhaite envoyer une certaine infor-
mation à un récepteur. Cependant, si elle se fait à distance, ce premier ne peut pas envoyer
l'information de manière brute pour des raisons physiques, de sécurité, d'intégrité. En ef-
fet, l'information doit transiter via un canal physique qui dans la plupart des cas est non
sûr et sujet à des perturbations. Ainsi, l'émetteur doit appliquer des transformations à
l'information telles qu'un système de chi�rement pour préserver la con�dentialité, un code
correcteur d'erreurs pour préserver l'intégrité, ou encore un brasseur, un entrelaceur, un
modulateur.

33
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Fig. 2.1 � Schéma classique de transmission de données dans un canal

Bien entendu, toutes ces transformations doivent être inversibles a�n que le récepteur
puisse retrouver l'information initiale.

La transmission se faisant à distance, l'information transite par un canal physique sous
forme par exemple d'un signal radio dans l'air ou encore d'une onde lumineuse dans une
�bre optique. Considérons ici un canal dans le sens de la théorie de l'information. C'est-
à-dire une boîte qui reçoit en entrée des éléments d'un alphabet A1 et qui renvoie des
éléments d'un alphabet A2.

Ces deux alphabets peuvent être di�érents ; c'est le cas du canal à e�acement pour
lequel A2 = A1 ∪ {∞} et où chaque élément a ∈ A1 est envoyé sur lui-même ou sur le
caractère d'e�acement ∞. Dans ce cas-là, il n'y a pas de notion d'erreur puisque chaque
symbole reçu est identique au symbole envoyé ou alors un symbole d'e�acement est reçu.

Fig. 2.2 � Canal binaire à e�acement

Dans toute cette thèse, nous considérerons le canal binaire symétrique. Ici les deux
alphabets sont identiques et réduits aux symboles binaires (A1 = A2 = {0, 1}). La symétrie
provient du fait que la probabilité qu'un symbole change est la même pour 0 et 1. Elle
s'appelle la probabilité d'erreur du canal et est notée p (p < 1/2). Ce canal est réaliste dans
l'utilisation d'une modulation de phase à 2 états (BPSK) avec traitement numérique des
données. Typiquement, lors de la modulation BPSK, le bit 0 est codé en 1 et le bit 1 en
−1 et à la sortie du canal on reçoit des valeurs réelles plus ou moins proches de −1 et 1.
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2.1 Transmission de données

Pour retrouver des éléments de notre alphabet {0, 1}, on décide lequel des éléments est le
plus proche.

Fig. 2.3 � Canal binaire symétrique avec probabilité d'erreur p

Notations 1 Nous notons CBS(p) le canal binaire symétrique de probabilité d'erreur p.

Ce modèle est pratique à étudier puisque la survenue d'une erreur revient à ajouter 1 mod-
ulo 2, ou à ajouter 1 dans le corps de Galois F2, ou encore à e�ectuer un OU EXCLUSIF
⊕ avec 1.

On peut facilement étendre la notion de canal symétrique à des entrées/sorties de taille
supérieures. Soient q un entier et A = {a1, . . . , aq} un alphabet à q éléments (typiquement
il s'agit d'un corps à q éléments). Soit p la probabilité d'erreur du canal (p < (q − 1)/q).

On appelle canal q-aire symétrique un canal avec :

� q entrées
� q sorties
� la probabilité de ne pas avoir d'erreur est de 1− p
� la probabilité d'avoir une erreur est p
� toutes les erreurs sont équiprobablement réparties
(chacune avec une probabilité p/(q − 1)).
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Fig. 2.4 � Canal 3-aire symétrique de probabilité d'erreur p

2.2 Problème de reconnaissance de codes

Notre but initial était de reconstruire le système de transmission en analysant le train
binaire intercepté. Ici, nous nous intéressons à un sous-problème plus simple, le recon-
naissance de codes. Nous supposons que la dernière transformation appliquée est un code
correcteur d'erreurs ou alors que les couches supérieures ont déjà été reconstruites. En
ce qui concerne les brasseurs, M. Cluzeau donne une méthode pour les reconstruire dans
[Clu06b, Clu04, Clu07]. Cependant, il a besoin de connaître un biais statistique sur l'entrée ;
ce qui est moral puisqu'un brasseur n'apporte aucune redondance à l'information.

Fig. 2.5 � Schéma de transmission simpli�é pour la reconnaissance de codes
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Dans le cas de l'utilisation d'un code en blocs, le train binaire que nous avons en notre
possession est composé de mots de code bruités. Le problème que l'on se pose est le suivant :
étant donnée une séquence de mots d'un code C à la sortie d'un canal binaire symétrique,
est-il possible de retrouver ce code C ? Formulé tel quel, ce problème a toujours une so-
lution. En e�et, tout motif d'erreur peut être apporté par un canal binaire symétrique de
probabilité d'erreur non nulle, et ainsi, tout code conviendrait. A. Valembois s'est intéressé
à ce problème dans sa thèse [Val00] et a établi le problème décisionnel suivant qu'il nomme
Réduction de rang :

Soient N et n deux entiers positifs, et X une N × n-matrice binaire.
Soit k ≤ rang(X) un entier positif.
Soit ω un entier.

DRR(X, k, ω) : Existe-t-il une N × n-matrice binaire E véri�ant :{
rang(X + E) ≤ k
wH(E) ≤ ω

Fig. 2.6 � Problème décisionnel de Réduction de rang

Remarque 2 Moralement, X représente la matrice des mots de code bruités interceptés
(N mots de longueur n) et E la matrice de bruit. L'entier k représente la dimension du
code que l'on souhaite reconstruire et ω le poids total de l'erreur.

Quand ces conditions sont respectées, c'est-à-dire quand ce problème admet une réponse
positive, on a donc que la matrice d'erreur E est de poids inférieur à ω et que la matrice
X+E est bien de rang inférieur à k puisque elle est composée uniquement de mots du code
(le bruit a été enlevé).

Il a montré que ce problème décisionnel était dans la classe des problèmes NP-complet
en utilisant la NP-complétude du problème décisionnel du calcul de la distance minimale
d'un code montrée par A. Vardy [Var97].

Dans le cas d'un code convolutif, nous sommes en possession d'une séquence de sortie
d'un codeur convolutif qui aura été bruitée par le canal.

Une notion importante apparaît dans ces deux cas : la di�érence entre code et codeur.
En e�et, si la reconstruction aboutit, on retrouve le code C qui a été utilisé, c'est-à-dire
le sous-espace vectoriel dans le cas d'un code en blocs et un jeu de polynômes dans le cas
d'un code convolutif. Cependant, cela ne nous donne aucun indice sur la manière dont a
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été encodée l'information. Tandis que le codeur serait une application EncC de F k dans
F n qui associerait à un message m un unique mot de code c.

Prenons le cas d'un code linéaire en bloc C de longueur n et de dimension k qui aurait
été reconstruit. On en connaît donc une matrice génératrice G. Cependant, pour toute ma-
trice inversible S de taille k×k, SG est toujours une matrice génératrice de C. Maintenant,
supposons que l'on ait un vecteur m de taille k et un mot de code c tels que m.G = c.
Alors pour toute matrice inversible S de taille k × k, (mS−1).SG = c. Finalement, si on
ne connaît que le code et rien sur la manière dont l'information est encodée, tout message
m de taille k peut donner le mot de code c.

En conclusion, si on n'a aucune information sur la source, il est impossible (comme
dans le cas des brasseurs) de retrouver le codeur à partir du code.

2.3 Étude statistique des séquences codées

A�n d'analyser un train binaire, une première étude possible est l'étude statistique
de ces données. Cela revient à véri�er si la séquence présente des biais statistiques pour
certaines notions telles que la fréquence des bits, l'entropie, . . . Pour cela, nous avons ap-
pliqué la batterie de tests statistiques classiques du NIST [Nist01] (National Institute of
Standards and Technology). Il s'agit d'une série de tests statistiques basiques permettant
de véri�er le caractère aléatoire d'une séquence sortant d'un générateur pseudo-aléatoire.
Chaque test renvoie une Pvalue, c'est-à-dire une valeur calculée à partir des données statis-
tiques évaluant le caractère aléatoire de la séquence. Dans ces tests, si la Pvalue est au
dessus d'un seuil (généralement 0.01), cela signi�e que la séquence est considérée comme
aléatoire. Cependant, en dehors de ce seuil, cette Pvalue est très peu exploitable.

Voici le principe de chacun des tests de cette batterie :

2.3.1 Tests du NIST

Test de fréquence

Le principe de ce test est de calculer la proportion de 0 et de 1 dans la séquence. Les
proportions attendues pour une séquence aléatoire sont 1/2, 1/2.

Test de fréquence par bloc

La séquence est découpée en blocs de taille M �xée. Le principe de ce test est de
calculer la proportion de 1 dans ces blocs. La proportion attendue est 1/2. Remarquons
que si M = 1, on retombe sur le Test de fréquence.
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2.3 Étude statistique des séquences codées

Test des sommes cumulées

Grâce à ce test, nous étudions les excursions maximales partant de 0 dé�nies par les
sommes cumulées. Plus précisément, remplaçons les bits 0 (resp. 1) par la valeur −1 (resp.
+1). On appelle excursion toute sous-séquence (e1, . . . , em) ∈ {−1,+1}m telle que

m∑
i=1

ei = 0 et
k∑
i=1

ei 6= 0 pour k ∈ J1,mJ

Le principe de ce test sera de chercher l'excursion maximale, c'est-à-dire la somme
partielle la plus grande (en valeur absolue). Pour une séquence aléatoire, elle devrait être
proche de 0.

Test des Runs

Le principe de ce test est de calculer le nombre total de Runs, c'est-à-dire les suites de
même bit. Cela revient à calculer le nombre de fois où 2 bits consécutifs sont di�érents. Je
parlerai plus en détail de ce test dans la section sur le test de Burrows-Wheeler et Runs.

Test des plus longs Runs dans un bloc

On considère une longueur de bloc M et on coupe la séquence en bloc de taille M .
Ensuite, le test précédent est appliqué sur chaque bloc.

Test du rang

La séquence est découpée en blocs de taille M regroupés par groupes de Q pour former
des matrices Q×M . On calcule le rang de ces matrices et on compare les résultats obtenus
avec une distribution référence χ2

Test de la transformée de Fourier rapide

Dans ce test, on se focalise sur la hauteur des pics dans la transformée de Fourier discrète
de la séquence. Ce test revient à un test d'autocorrélation : on cherche une corrélation entre
la séquence et un décalé de cette même séquence. Pour cela, on s'intéresse au nombre de
pics supérieurs au seuil de 95%. Une séquence non aléatoire sera détectée si ce nombre est
signi�cativement di�érent de 5%.

Test des motifs avec ou sans chevauchement

On considère une taille de fenêtre m. Le principe de ces tests est de rechercher les
occurrences des motifs de taille m. Deux tests di�érents s'o�rent à nous. Pour les deux
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tests, la séquence est parcourue bit à bit jusqu'à apparition du motif. La di�érence réside
dans la marche à suivre après découverte du motif :

Pour le premier, lorsqu'un motif est trouvé, on décale la fenêtre d'un bit vers la droite
(test des motifs avec chevauchement).

Pour le second, lorsqu'un motif est trouvé, on décale la fenêtre au premier bit suivant
le motif trouvé (test des motifs sans chevauchement).

Ensuite, les valeurs obtenues sont comparées à une distribution χ2.
Ces tests servent à détecter des générateurs produisant de mêmes motifs de façon apéri-

odique.

Test universel

La séquence est découpée en deux parties majeures : une première partie d'initialisation
composée de Q.L bits et une seconde partie de test composée de K.L bits. Si la longueur
de la séquence n'est pas un multiple de L, des bits �naux sont éliminés. Ensuite, les deux
parties sont découpées en blocs de taille L.

On parcourt le segment d'initialisation et on note le numéro du bloc de la dernière
occurrence de chaque motif de taille L. Si un motif n'apparaît pas, le numéro de bloc de
sa dernière occurrence sera �xé à 0. Ensuite, on parcourt le segment de test par blocs de L
bits. Pour chaque motif trouvé, on ajoute à la somme correspondante le log2 de la distance
à la dernière occurrence.

Finalement, on compare les valeurs obtenues aux valeurs attendues si la séquence était
aléatoire.

Test d'entropie

Ce test étudie la fréquence d'apparition de tous les motifs possibles de taille m dans la
séquence. Plus précisément, il compare les fréquences pour des longueurs de bloc consécu-
tives m et m+ 1.

Pour cela, il calcule l'entropie de l'ensemble des blocs de taille m (resp. de taille m+ 1)
notée ϕ(m) (resp. ϕ(m+1)). On considère �nalement la valeur ApEn(m) = ϕ(m) − ϕ(m+1).

Une valeur de ApEn(m) proche de 0 signi�era une forte régularité et une grande valeur
impliquera le caractère non aléatoire de la séquence.

Test d'excursion aléatoire

On considère toutes les excursions (cf. test des sommes cumulées) de la séquence. Pour
chaque valeur x de somme partielle comprise entre −4 et +4, et pour chaque k = 0, . . . , 5
on compte le nombre d'excursions dans lesquelles la valeur est apparue k fois, on notera
cette valeur vk(x). Si une valeur x apparaît plus de 5 fois, on stocke sa fréquence dans
v5(x).
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2.3 Étude statistique des séquences codées

On compare �nalement ces valeurs avec les valeurs que l'on aurait obtenues avec une
séquence aléatoire grâce à une distribution χ2.

Test sériel

Comme pour le test d'entropie, ce test étudie la fréquence d'apparition de tous les
motifs de taille m. Pour une taille m donnée, on calcule la fréquence d'apparition de tous
les motifs de taille m (avec chevauchement). Si la séquence est aléatoire, la répartition est
uniforme.

Test de compression Lempel-Ziv

Ce test est basé comme son nom l'indique sur l'algorithme de compression de Lempel-
Ziv. Il cherche à déterminer si la séquence peut être compressée de manière signi�cative
par cet algorithme de compression.

L'algorithme de compression fonctionne comme suit :
On parcourt la séquence bit à bit et dès qu'un mot n'est pas dans le dictionnaire, on l'y
ajoute.

Il su�t donc d'étudier le dictionnaire obtenu. Pour une séquence aléatoire, tous les
mots de taille inférieure à la taille maximale devrait être représentés dans le dictionnaire.
Pour ce test, on ne regarde que la taille du dictionnaire. Un dictionnaire de petite taille
indique que la séquence est fortement compressible et donc qu'elle n'est pas aléatoire.

Test de complexité linéaire

Le but de ce test est de déterminer la taille du plus petit LFSR (Registre à décalage
à rétroaction linéaire) générant cette séquence. Pour cela, ce test utilise l'algorithme de
Berlekamp-Massey.

Plus la taille renvoyée par l'algorithme est petite, plus la séquence s'éloigne d'une
séquence aléatoire.
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Nous présentons ici les résultats de l'application de ces tests sur des séquences codées
par des codes en blocs, des codes convolutifs et des turbo-codes avec ou sans bruit. Ces
résultats sont généraux (ils sont appliqués à plusieurs codes d'une même famille) et ne
présentent qu'une idée globale des résultats.
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Sans erreur
Codes en bloc

Codes convolutifs x x x x
Turbo codes x x x

Avec erreur 0.05
Codes en bloc

Codes convolutifs x x x
Turbo codes x x x

Avec erreur 0.1
Codes en bloc

Codes convolutifs x
Turbo codes x

Fig. 2.7 � Résultats des tests statistiques sur di�érentes séquences codées

Analyse des résultats :

Tout d'abord, pour les codes en blocs, même sans erreur, les séquences codées semblent
aléatoires pour ces tests statistiques. Cependant cela n'est vrai qu'en général, puisque pour
des codes de longueur relativement petite (quelques dizaines) certains tests réagissent et
il est alors possible d'élaborer un test statistique dédié. Cela est dû fait que le nombre de
mots d'un tel code est su�samment petit pour qu'ils apparaissent tous dans une séquence.
Nous utiliserons cela lors du test de distribution des poids.

Par contre, pour les codes convolutifs (et pour les turbo-codes), certains tests comme
les runs, les motifs ou encore la compression semblent réagir. De plus, en présence de bruit
ils réagissent toujours, mais si le bruit devient important, seule la compression donnent
des résultats positifs. Moralement, cela est compréhensible, puisque comme dans le cas des
codes en blocs de petite longueur, tous les mots de code sont susceptibles d'apparaître dans
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une séquence. Finalement, la compression semble une voie intéressante pour reconnaître
un code convolutif. Nous étudierons cela dans la section sur la détection des paramètres
d'un code convolutif.

2.3.2 Test de distribution des poids

Un des buts de cette thèse était de construire des distingueurs pour les codes en blocs,
ou bien de retrouver des signatures d'un code (un biais dans un test statistique permettant
d'a�rmer qu'un code avec certains paramètres a été utilisé) à partir de séquences codées
bruitées. Mais au fur et à mesure des expérimentations, et avec con�rmation des tests
statistiques du NIST, pour des codes en blocs de longueur raisonnable, le nombre de mots
de code est trop grand pour espérer trouver un biais statistique. En e�et, les mots de code
apparaissent être répartis uniformément dans l'espace Fn2 . On pourrait s'attendre à ce que
le fossé entre le mot nul et le(s) mot(s) de poids minimal d soit reconnaissable, mais le
nombre de mots de poids faible dans un code est négligeable devant le nombre de mots de
poids autour de n/2.

Cependant, pour des codes de longueur relativement petite (inférieure à 40), le nombre
de mots étant raisonnable, il est possible de distinguer une séquence codée d'une séquence
aléatoire. Pour cela, nous étudions la distribution des poids dans un tel code.

Principe

Supposons que la longueur n du code est connue (si ce n'est pas le cas, on fait une
recherche exhaustive sur la longueur).

On découpe la séquence en mots de taille n et on calcule le poids de Hamming de ces
mots. On obtient alors la répartition des poids de ces mots pour cette séquence. Il su�t
alors de comparer cette répartition avec celle d'une séquence aléatoire, c'est-à-dire suivant
la loi binomiale B(n, 1/2).

En théorie, ces deux répartitions sont di�érentes puisque pour un code en bloc, il y a la
notion de distance minimale d. En e�et, il n'y a pas de mots de code de poids strictement
compris entre 0 et d. Ainsi, a�n de pouvoir discriminer cela, nous serons amenés à considérer
des séquences su�samment grandes.

Implémentation

Dans cet algorithme, la complexité repose essentiellement sur le calcul du poids de
Hamming des mots. Nous utilisons ici une astuce de Cédric Lauradoux permettant le calcul
rapide du poids de Hamming d'un octet.
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Fig. 2.8 � Calcul du poids de Hamming d'un octet

Un calcul naïf du poids de Hamming d'un octet coûterait 8 masques, 8 comparaisons et
en moyenne 4 sommes alors qu'ici on n'a besoin que de 6 masques, 3 sommes et 3 décalages.

Ensuite pour la comparaison avec la répartition aléatoire, plusieurs choix sont possibles.
Ici, nous utilisons la comparaison de la variance des poids (un test du χ2 serait possible
aussi). Ainsi pour chaque longueur testée, on obtient une Pvalue de la façon suivante :

Pval =
V ar(wobs)− V ar(walea)

V ar(walea)

où wobs est la répartition des poids observés et walea est la répartition des poids uniforme.

Ainsi, contrairement aux tests du NIST, plus cette valeur est proche de 0, plus la
séquence est considérée comme aléatoire.
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Résultats expérimentaux

Voici deux exemples de codes en blocs sur lesquels est appliquée notre méthode. Sont
regroupées ici les courbes des Pvalue en fonction de la longueur testée et ceci pour di�érentes
tailles de séquence. Pour l'instant considérons des séquences sans bruit.

• Un code en bloc de longueur 40 et de dimension 14 :

Fig. 2.9 � Test sur une séquence de 106, 107, 108 et 109 bits.
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• Un code en bloc de longueur 20 et de dimension 10 :

Fig. 2.10 � Test sur une séquence de 106, 107, 108 et 109 bits.

On remarque que dans ces graphiques, lorsque l'on augmente la taille de la séquence,
un pic apparaît à la longueur réelle du code. Bien entendu, quand la dimension du code est
plus petite, le pic apparaît plus tôt et est plus important. Remarquons tout de même que
l'on ne peut atteindre que des paramètres relativement petits. Moralement, on s'attend à
ce que la longueur de la séquence doive être supérieure à n2k pour un code de paramètres
[n, k] a�n que tous les mots de code apparaissent. Cependant, en pratique, la séquence doit
être bien plus grande pour commencer à voir apparaître le pic.

Donnons maintenant un exemple du comportement de cet algorithme face au bruit.
Considérons à nouveau un code en bloc de longueur 20 et de dimension 10 et ajoutons du
bruit petit à petit à notre séquence.
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2.3 Étude statistique des séquences codées

Fig. 2.11 � Test avec présence de bruit

Remarquons que le bruit ne perturbe pas énormément les résultats, il ne fait que lisser
la courbe. Même avec un taux d'erreur de 0.1, le pic à la longueur 20 est encore visible.

On peut aussi noter que l'on retrouve des pics pour des longueurs multiples de 20. En
e�et, cette séquence pourrait provenir d'un code obtenu par concaténations de notre code
initial de longueur 20.

Conclusion

Finalement, pour les codes en blocs, une étude purement statistique du train binaire
ne permet pas d'atteindre des paramètres de codes réalistes. En e�et le nombre de mots de
code devient très rapidement trop élevé pour pouvoir espérer les parcourir. Dans la suite,
nous utiliserons alors la structure de tels codes comme leur linéarité ou leur structure
algébrique (codes cycliques) pour élaborer des algorithmes dédiés.
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Chapitre 3

Codes en blocs

3.1 État de l'art

Ce chapitre a fait l'objet de deux publications [Cha07, Cha09]

De façon générale, le problème de reconnaissance de codes n'a pas beaucoup été étudié
dans le domaine académique jusqu'aux années 2000 et les travaux de A. Valembois [Val00,
Val01]. En e�et, dans sa thèse, il formule pour la première fois le problème décisionnel
de �Réduction de rang� (cf. Figure 2.6) qui formalise le problème de reconstruction d'un
code linéaire en blocs. Il prouve que ce problème décisionnel est NP-complet et donne une
technique pour reconstruire une matrice génératrice du code utilisé à partir d'une séquence
codée interceptée bruitée. Nous présentons ici le principe de cette méthode.

Tout d'abord, au lieu de reconstruire directement une matrice génératrice, on recon-
struit une matrice de parité (une matrice génératrice du code dual). Rappelons qu'il est
facile de passer de l'une à l'autre (cf. Proposition 3). En e�et, le but de la méthode est de
retrouver des équations de parité, c'est-à-dire des équations annulant tous les mots de code.
Cependant, ici, les mots de code reçus sont bruités, il faut donc retrouver des équations de
parité probables. Regardons ce qu'il se passe dans le cas non bruité.

Soit S = (si)1≤i≤M la suite interceptée découpée en mots de longueur n. Rangeons
maintenant ces mots en colonnes dans une matrice L de taille n×M :

L =

 s1 s2 · · · · · · sM

 .
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En absence de bruit :

Dans ce cas, les si = ci sont exactement des mots d'un code C de longueur n. Ainsi,
une combinaison linéaire nulle des lignes de cette matrice donne exactement une équation
de parité du code C.

(h0, . . . , hn−1) .
 c1 c2 · · · · · · cM


= ( 0 , 0 , . . . . . . , 0 )

Finalement, en absence de bruit, retrouver des équations de parité revient à chercher
des combinaisons linéaires nulles des lignes de la matrice L.

En présence de bruit :

Dans ce cas, les si = ci ⊕ ei sont des mots de code bruités d'un code C de longueur n.
Si on applique une équation de parité h du code C à de tels mots, on obtient :

〈h, si〉 = 〈h, ci〉+ 〈h, ei〉 = 〈h, ei〉.

Mais comme nous le verrons plus tard dans la partie sur la reconnaissance d'un code,
la probabilité que le produit scalaire 〈h, ei〉 soit égal à 1 vaut

P (〈h, ei〉 = 1) =
1− (1− 2p)wH(h)

2
,

où p est la probabilité d'erreur du canal.

Ainsi, si on applique une équation de parité h de C à la matrice L, on obtient un mot
de poids à peu près

M

2
− M

2
(1− 2p)wH(h).

Et cette valeur est loin de M
2
si la probabilité d'erreur du canal p n'est pas trop grande.

(h0, . . . , hn−1) .


c1 c2 cN
⊕ ⊕ · · · · · · ⊕
e1 e2 eN


= ( 0 , 1 , . . . . . . , 0 )
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3.1 État de l'art

On est donc ramené à rechercher des mots de poids faible dans le code engendré par les
lignes de la matrice L. Notons que ce code est très di�érent du code que l'on veut recon-
struire. En e�et, c'est un code de longueurM (qui est souvent très grande). En pratique, ce
code est souvent de dimension n puisque la taille M de la séquence est grande devant n et
ainsi le bruit perturbe su�samment les mots de code pour rendre la matrice L de rang plein.

Pour la recherche de mots de poids faible, il est possible d'utiliser des algorithmes
dédiés tels que ceux de J.S. Leon [Leo88], de P.J. Lee et E.F. Brickell [LB88], ou encore J.
Stern [Ste89]. Ces algorithmes étaient à l'origine conçus pour attaquer le cryptosystème de
R.J. McEliece [McE78], premier système de chi�rement à clef publique basé sur les codes.
Cependant, A. Valembois et M. Cluzeau préconisent dans leurs thèses d'en utiliser la ver-
sion la plus élaborée, celle de A. Canteaut et F. Chabaud [CC98]. Notons que récemment,
E.R. Bernstein, T. Lange et C. Peters ont apporté quelques améliorations à cet algorithme
dans [BLP08].

Cette méthode est ensuite reprise par M. Cluzeau [Clu06b], en particulier le test statis-
tique permettant de construire le distingueur entre une séquence aléatoire et une séquence
codée bruitée est a�né. Ensuite, dans [Clu06b, Clu06a], il donne une application aux codes
LDPC (Low Density Parity Check) en utilisant des techniques de décodage itératif (adap-
tés au décodage de tels codes). Cet apport permet une amélioration signi�cative de la
complexité et permet d'atteindre la borne théorique du nombre de mots nécessaires dans
la séquence pour reconstruire le code donnée par M. Cluzeau et J.P. Tillich dans [Clu08].

Toutes ces techniques supposent que le longueur du code et la synchronisation sont
connues. Cependant, M. Cluzeau et M. Finiasz donnent dans [Clu09] une méthode pour
les retrouver et ainsi éviter la recherche exhaustive sur ces paramètres.

Parallèlement, J. Barbier [BGH06, Bar07] donne une méthode de reconstruction des
codes linéaires en bloc basée sur un algorithme de Gauss randomisé.

Dans cette thèse, nous ne nous intéressons pas au cas général de reconnaissance de
codes, c'est-à-dire quand aucune information n'est connue sur le code. En e�et, nous sup-
posons connaître certaines informations sur le code utilisé et nous utilisons ces informations
pour améliorer considérablement les performances des algorithmes. Nous développons aussi
des algorithmes dédiés à ces cas particuliers que nous considérons.

Dans ce chapitre, nous ne considérons que des codes binaires ou sur des extensions de
F2. En e�et, en pratique, on utilise seulement des codes sur des corps de caractéristique
2. Ceci est dû en particulier aux implémentations e�caces de calcul dans de tels corps
dans les ordinateurs. Par exemple, le corps F256 = F28 est une extension de F2 qui est très
utilisée puisque chaque élément de ce corps peut-être codé sur un caractère (8 bits). En
général, les éléments facilement codables sur 16, 32 ou 64 bits sont privilégiés puisque l'on

51
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peut utiliser des entiers pour les coder, et il existe des implémentations e�caces pour les
opérations élémentaires sur ces objets-ci.

Exemple 13 Par exemple, une addition d'éléments du corps revient à un XOR ⊕ sur les
entiers les codant :
Considérons F256 = F2[α], où α est un élément primitif de F256. Ainsi, chaque élément
x de F256 peut s'écrire de manière unique sous la forme x = x0 + x1α + · · ·x7α

7 avec
x0, . . . , x7 ∈ F2. Cet élément sera codé sur un caractère (8 bits) de la forme (x0, . . . , x7).
Soient x = x0 + x1α + · · ·x7α

7 et y = y0 + y1α + · · · y7α
7 deux éléments de F256. Leurs

représentations sont X = (x0, . . . , x7) et Y = (y0, . . . , y7). Leur somme donne x+y = (x0 +
y0)+(x1 +y1)α+ · · · (x7 +y7)α7 et sa représentation est bien X⊕Y = (x0⊕y0, . . . , x7⊕y7).

3.2 Reconnaissance d'un code

Tout d'abord, intéressons-nous à un problème basique qui nous servira de brique de
base pour la suite : la reconnaissance d'un code. En d'autres mots, sommes-nous capables
de décider si une séquence bruitée a bien été codée par un code donné ou non ? Tout
d'abord, nous formalisons ce problème décisionnel et puis donnons un algorithme basé sur
un test statistique permettant de répondre à ce problème. Ces travaux ont fait l'objet d'une
publication dans les Proceedings d'ISIT'07 [Cha07].

3.2.1 Problème de décision

Dé�nition 23
Considérons un canal binaire symétrique CBS(p) de probabilité d'erreur p.
� Soit e ∈ Fn2 un vecteur de n bits produit par ce canal.
e est appelé un motif d'erreur.

� Soit C un code linéaire de longueur n. Soit c un mot de code de C.
Le vecteur x = c⊕ e est appelé un mot de code bruité de C.

On note DP (C, S, p, ε) le problème décisionnel suivant :

Entrées : Un code linéaire binaire C de paramètres [n, k].
La probabilité d'erreur p du canal binaire symétrique.
Une séquence S de M mots de longueur n.
ε ∈ [0, 1].

Problème : Est-ce que cette séquence S est constituée de mots de code bruités de C
avec une probabilité supérieure à (1− ε) ?

Fig. 3.1 � Problème décisionnel de reconnaissance d'un code
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3.2 Reconnaissance d'un code

Remarque 3 Notons que si p = 1/2, peu importe la séquence entrant dans le canal, la
séquence de sortie sera aléatoire. C'est exactement le problème du masque jetable (one-time
pad). Dans ce cas-là, le problème est indécidable. Cependant, nous ne considérons que des
probabilités d'erreur p petites devant 1/2. En e�et, le contexte d'interception de données
lors d'une transmission de données impose que le taux d'erreur soit su�samment bas pour
que l'information soit décodable. Néanmoins, le problème de reconnaissance de codes semble
plus facile que le décodage. En e�et, le but principal est de retrouver la structure générale
du code utilisé et non pas chaque mot de code particulier. Nous espérons donc atteindre des
taux d'erreurs supérieurs à la capacité de correction du code.

Remarque 4 Notons qu'un tel canal peut produire tous les motifs d'erreur possibles.
Cependant, ces motifs d'erreurs n'ont pas tous la même probabilité d'apparaître, et cette
probabilité dépend entièrement de la probabilité d'erreur du canal. La probabilité qu'un mo-
tif d'erreur de longueur n et de poids ω apparaisse est P (n, ω) = pω(1 − p)n−ωCω

n . Cette
notion nous permettra de dé�nir un test statistique et d'évaluer sa probabilité de succès.

3.2.2 Idée de la méthode

Pour répondre à ce problème décisionnel, il faut construire un distingueur entre une
séquence aléatoire et une séquence de mots bruités. Une première approche est d'étudier
cette di�érence en absence de bruit.

Soit C un code linéaire binaire de longueur n. Soit h un mot de son dual C⊥.

Pour tout x ∈ Fn2 , P (〈h, x〉 = 1) = 1
2
.

Pour tout c ∈ C, P (〈h, c〉 = 1) = 0.

Preuve :

� L'espace dual de h est un hyperplan d'un espace vectoriel sur F2. Il a donc moitié
moins d'éléments que l'espace ambiant.

� Par dé�nition du dual, le deuxième point est véri�é.
�

Supposons maintenant que e ∈ Fn2 soit un motif d'erreur (avec une probabilité d'erreur
relativement faible). L'idée principale est la suivante :

Pour tout x ∈ Fn2 , P (〈h, x⊕ e〉 = 1) = 1
2
.

Pour tout c ∈ C, P (〈h, c⊕ e〉 = 1) est faible.
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3.2.3 Reconnaissance d'un hyperplan

Intéressons nous tout d'abord au cas le plus simple, c'est-à-dire quand le code est un
hyperplan (le dual est réduit à un seul mot).

Soit h un vecteur de Fn2 . Soit S = (xi)i=1,...,M une séquence de M mots de longueur n.
D'après la remarque précédente, pour déterminer si S est une séquence de mots bruités de
C, une méthode serait de calculer le nombre N de produits scalaires 〈h, xi〉 égaux à 1.

Considérons les di�érents cas pouvant apparaître pour déterminer ce nombre.

• Les xi sont des mots aléatoires :
Si x est un mot aléatoire, x⊕ e est aussi un mot aléatoire et ainsi

P (〈h, x⊕ e〉 = 1) =
1

2

Ceci signi�e que N est une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètres
B(M, 1/2). Ainsi N est proche de M/2.

• Les xi sont des mots bruités de h⊥ :

Dans ce cas, xi peut s'écrire sous la forme xi = ci ⊕ ei avec c un mot de code de h⊥ et
ei un motif d'erreur généré par CBS(p).

Puisque ci ∈ h⊥, 〈h, xi〉 = 〈h, ci ⊕ ei〉 = 〈h, ei〉. Ainsi, il su�t de calculer la probabilité
que 〈h, e〉 soit égal à 1 avec e un motif d'erreur.

Proposition 8 Soit e ∈ Fn2 un motif d'erreur dû à un CBS(p). Alors, la probabilité que
son poids de Hamming wH(e) soit pair est

P (wH(e) est pair ) =
1 + (1− 2p)n

2
.

Preuve :
La probabilité que e soit de poids i vaut Ci

np
i(1 − p)n−i. Ainsi la probabilité recherchée

vaut
bn2 c∑
i=0

C2i
n p

2i(1− p)n−2i.

Tout d'abord, on sait que

(1− 2p)n = ((1− p)− p)n =
n∑
i=0

Ci
n(−1)ipi(1− p)n−i.
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3.2 Reconnaissance d'un code

Et de même,

1 = ((1− p) + p)n =
n∑
i=0

Ci
np

i(1− p)n−i.

Ainsi,

1 + (1− 2p)n

2
=

bn2 c∑
i=0

C2i
n p

2i(1− p)n−2i.

�

Grâce à ce résultat, on peut exprimer la probabilité que le produit scalaire 〈h, e〉 soit
égal à 1 en fonction de p et de wH(h).

Corollaire 1 Soient h ∈ Fn2 et e ∈ Fn2 un motif d'erreur dû à un CBS(p). Alors :

P (〈h, e〉 = 0) =
1 + (1− 2p)wH(h)

2

et

P (〈h, e〉 = 1) =
1− (1− 2p)wH(h)

2
.

Remarque 5 Notons que cette probabilité augmente avec le poids de Hamming de h. Ainsi,
si l'on veut une probabilité proche de 0 a�n de mieux discriminer, il vaut mieux utiliser
des mots du dual de poids les plus faibles possibles.

Ainsi le nombre N de produits scalaires égaux à 1 est proche de M
2
− M

2
(1 − 2p)wH(h)

pour une séquence de M mots.

• Les xi sont des mots bruités de h⊥0 avec h0 ∈ Fn2 et h0 6= h :
Les espaces h⊥ et h⊥0 sont deux hyperplans distincts, ainsi leur intersection est un sous-
espace vectoriel de dimension n− 2. Ainsi la probabilité qu'un mot de h⊥0 soit dans le dual
de h vaut 1/2. Finalement, nous sommes dans la même situation que pour le cas où les xi
sont des mots aléatoires et donc le nombre N de produits scalaires 〈h, xi〉 égaux à 1 est
proche de M/2.

• Autres cas :
Dans le cas où le code utilisé n'est pas de longueur n, heuristiquement, la séquence découpée
en mots de longueur n se comporte comme une séquence de mots aléatoires et le nombre
de produits scalaires égaux à 1 sera proche de M/2. On ne peut pas le montrer, mais les
expérimentations vont dans ce sens. Cependant, il existe quelques cas marginaux, comme
par exemple si C ′ est un code de longueur rn obtenu par concaténation de r fois le code
C de longueur n. Dans ce cas, le code C sera reconnu à la place de C ′. Mais l'utilisation
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d'un tel code C ′ est sans intérêt.

Finalement, l'idée est con�rmée puisque, pour une séquence de M mots :

Si les xi sont des mots bruités de h⊥,
le nombre N de produits scalaires égaux à 1 sera proche de M

2
− M

2
(1− 2p)wH(h).

Sinon,
le nombre N de produits scalaires égaux à 1 sera proche de M

2
.

Dans cette section, nous élaborons un test statistique permettant de con�rmer l'idée
précédente et de discriminer les deux cas. Tout d'abord nous devons rappeler la notion de
probabilité d'échec d'un tel test.

Notons H0 l'hypothèse nulle :

H0 = �S est une séquence aléatoire�.

Dé�nition 24 Dé�nissons les deux types de probabilités d'échec d'un test statistique ten-
tant de véri�er H0.
• Probabilité de fausse alarme : α = P (rejeter H0|H0 est véri�ée).
• Probabilité de non-détection : β = P (accepter H0|H0 n'est pas véri�ée).

Nous allons donc dé�nir le test statistique proposé pour résoudre notre problème et en
évaluer les probabilités d'échec en fonction des paramètres.

Dé�nition 25 Soit h un vecteur de Fn2 . Soit S = (si)1≤i≤M une séquence de M mots de
longueur n. Soit T un réel compris entre 0 et M . On dé�nit le test statistique ST1(h, S, T )
de la façon suivante :

On décide que S est une séquence de mots bruités de h⊥

si et seulement si

#{〈h, si〉 = 1|1 ≤ i ≤M} ≤ T .

Dé�nition 26 On note φ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :

φ(x) =

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt.

56



3.2 Reconnaissance d'un code

Théorème 4 Soient h un vecteur de Fn2 et p la probabilité d'erreur du canal que l'on
considère.
Soient α et β deux réels dans [0, 1] et a = φ−1(α), b = φ−1(1− β).
Fixons

M =

(
b
√

1− (1− 2p)2wH(h) − a
(1− 2p)wH(h)

)2

et T =
1

2

(
M + a

√
M
)
.

Si S = (si)1≤i≤M est une séquence de M mots de longueur n, alors la probabilité de fausse
alarme (resp. de non-détection) du test statistique ST1(h, S, T ) est exactement α (resp.
β).

Preuve :

Soit X1 la variable aléatoire dé�nie par X1 =
M∑
i=1

〈h, si〉 =
M∑
i=1

〈h, ei〉 où S est une séquence

de mots bruités de h⊥ (si = ci + ei avec ci ∈ h⊥ et ei un motif d'erreur dû au CBS(p)).
La variable aléatoire X1 suit une loi binomiale de paramètres B(M, τ = 1−(1−2p)wH (h)

2
).

Cependant, grâce au théorème central limite, pour des grandes valeurs deM et des valeurs
de τ et 1 − τ proches, X1 tend vers une loi normale de moyenne µ1 = Mτ et de variance
σ2

1 = Mτ(1− τ).

La variable aléatoire dé�nie par X0 =
M∑
i=1

〈h, ai〉 où les ai sont des mots aléatoires, suit

une loi binomiale de paramètres B(M, 1/2) ; alors, pour les mêmes raisons, elle peut être
approchée par une loi normale de moyenne µ0 = M/2 et de variance σ2

0 = M/4.

La fonction de répartition de la loi normale de moyenne µ et de variance σ2 peut
s'exprimer en fonction de celle de la loi normale centrée réduite de la façon suivante :

Πµ,σ(x) = φ

(
x− µ
σ

)
.

Ainsi, les relations a = φ−1(α) et b = φ−1(1− β) donnent

φ

(
T −M/2√

M/4

)
= α et φ

(
T −Mτ√
Mτ(1− τ)

)
= β.

Ces conditions sont équivalentes à{
T = M

2
+ φ−1(α)

√
M
4

T = Mτ + φ−1(1− β)
√
Mτ(1− τ).
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Et nous obtenons  M =

(
φ−1(1−β)

√
1−(1−2p)2wH (h)−φ−1(α)

(1−2p)wH (h)

)2

T = 1
2

(
M + φ−1(α)

√
M
)
.

�

Remarque 6 On peut voir que le nombre M de mots nécessaires pour réaliser un tel test
augmente exponentiellement en fonction du poids de Hamming du mot du dual h que nous
considérons. Il serait donc préférable de prendre un mot du dual de poids relativement
faible. Cependant le recherche d'un mot de poids faible dans un code reste un problème très
di�cile.

Puisque le nombre de mots nécessaires et le seuil dépendent de p,α et β, on dé�nit de
la même façon le test statistique ST2(h, S, p, α, β).

Dé�nition 27 Soit h un vecteur de Fn2 . Soient α, β et p des réels dans [0, 1]. Posons

M =

(
φ−1(1−β)

√
1−(1−2p)2wH (h)−φ−1(α)

(1−2p)wH (h)

)2

et T = 1
2

(
M + φ−1(α)

√
M
)
.

Soit S = (si)1≤i≤M une séquence de M mots de longueur n. On dé�nit le test statistique
ST2(h, S, p, α, β) de la façon suivante :

On décide que S est une séquence de mots bruités de h⊥

si et seulement si

#{〈h, si〉 = 1|1 ≤ i ≤M} ≤ T .

Corollaire 2 La probabilité de fausse alarme (resp. de non-détection) de ST2(h, S, p, α, β)
est α (resp. β).
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3.2 Reconnaissance d'un code

Exemple 14 Voici quelques courbes du nombre M de mots nécessaires en fonction du
poids de Hamming du mot du dual h pour illustrer cette remarque. Dans ces exemples, les
probabilités de fausse alarme et de non-détection sont �xées à α = β = 10−3 puis à 10−6.

Fig. 3.2 � Valeurs de M en fonction de wH(h) pour p = 0.001 et α = β = 10−3.

Fig. 3.3 � Valeurs de M en fonction de wH(h) pour p = 0.005 et α = β = 10−3.
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Fig. 3.4 � Valeurs de M en fonction de wH(h) pour p = 0.001 et α = β = 10−6.

Fig. 3.5 � Valeurs de M en fonction de wH(h) pour p = 0.005 et α = β = 10−6.
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3.2 Reconnaissance d'un code

Entrées :
Un canal binaire symétrique CBS(p).
h un vecteur de Fn2 .
S = (si) une séquence de vecteurs de Fn2 .
α,β les probabilités de fausse alarme et de non-détection.

Initialisation :
N = 0.

Calculer M =

(
φ−1(1−β)

√
1−(1−2p)2wH (h)−φ−1(α)

(1−2p)wH (h)

)2

et T = 1
2

(
M + φ−1(α)

√
M
)
.

Algorithme :
Pour j allant de 1 à M

Si 〈h, sj〉 = 1, alors N ←− N + 1 ;
Sortie :

Si N ≤ T , répondre �oui�.
Si N > T , répondre �non�.

Fig. 3.6 � Algorithme de reconnaissance d'un hyperplan h⊥ avec probabilités de fausse
alarme et de non détection α et β.

3.2.4 Reconnaissance d'un code

Intéressons-nous maintenant au cas général, c'est-à-dire quand le code C n'est pas
forcément un hyperplan. Dans ce cas, on peut considérer (h1, . . . , hn−k) une base de l'espace
dual C⊥ et ainsi :

C =
n−k⋂
i=1

h⊥i .

Nous avons donc à véri�er que la séquence est bien composée de mots de codes bruités
de chaque hyperplan. Cependant, cela a�ecte les probabilités d'échec du test statistique
�nal.

En e�et, Notons αi (resp. βi) les probabilités de fausse alarme (resp. de non-détection)
des test statistiques relatifs à chacun des hyperplans ST2(hi, S, p, αi, βi).

Proposition 9 Notons ST3((h1, . . . , hn−k), S, p, (α1, . . . , αn−k), (β1, . . . , βn−k)) le test statis-
tique revenant à décider que S est une séquence de mots de code bruités de C si et seule-
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ment si tous les tests ST2(hi, S, p, αi, βi) sont véri�és. Ce test a pour probabilités de fausse

alarme α =
n−k∏
i=1

αi et de non détection β = 1−
n−k∏
i=1

(1− βi).

Preuve :
Notons α et β les probabilités de fausse alarme et de non-détection du test général.

Alors
α = P (ST3 renvoie vrai | S est une séquence aléatoire)

= P (∀i, #{〈hi, sj〉 = 1|1 ≤ j ≤Mi} ≤ Ti| S est une séquence aléatoire)

=
n−k∏
i=1

P (#{〈hi, sj〉 = 1|1 ≤ j ≤Mi} ≤ Ti| S est une séquence aléatoire)

=
n−k∏
i=1

αi

Et
β = P (ST3 renvoie faux | S est une séquence de mots bruités de C)

= 1− P (ST3 renvoie vrai | S est une séquence de mots bruités de C)
= 1− P (∀i,#{〈hi, sj〉 = 1|1 ≤ j ≤Mi} ≤ Ti| S est une séquence de mots bruités de C)

= 1−
n−k∏
i=1

P (#{〈hi, sj〉 = 1|1 ≤ j ≤Mi} ≤ Ti| S est une séquence de mots bruités de C)

= 1−
n−k∏
i=1

(1− βi).

�

Corollaire 3 Si on suppose de plus que α1 = · · · = αn−k et β1 = · · · = βn−k, alors :

α = αn−k1 et β = (n− k)β1.

Dé�nition 28 Soit B une base du dual de C.
On note ST4(B, S, p, α, β) le test statistique ST3(B, S, p, (α1, . . . , α1), (β1, . . . , β1)),
avec α1 = α1/(n−k) et β1 = β/(n− k).

Remarque 7 Le test statistique ST3(B, S, p, α, β) a pour probabilités de fausse alarme et
de non-détection α et β.

Nous allons maintenant donner un algorithme de reconnaissance d'un code C à partir
d'une séquence S de vecteurs de Fn2 . Nous imposons que les probabilités d'échec pour la
reconnaissance de chacun des hyperplans sont les mêmes (α1 = · · · = αn−k et β1 = · · · =
βn−k). Le nombre de mots nécessaires sera le nombre de mots maximal pour chacune des
reconnaissances des hyperplans.
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Entrées :
Un canal binaire symétrique CBS(p).
Un code linéaire binaire C.
S = (si) une séquence de vecteurs de Fn2 .
α,β les probabilités de fausse alarme et de non-détection.

Initialisation :
(N1, . . . , Nn−k) = (0, . . . , 0).
Calculer (h1, . . . , hn−k) une base de C⊥.
Calculer α1 = α1/(n−k) et β1 = β/(n− k).

Calculer M =

(
φ−1(1−β1)

√
1−(1−2p)2 maxi wH (hi)−φ−1(α1)

(1−2p)maxi wH (hi)

)2

et T = 1
2

(
M + φ−1(α1)

√
M
)
.

Algorithme :
Pour i allant de 1 à n− k

Pour j allant de 1 à M
Si 〈hi, sj〉 = 1, alors Ni ←− Ni + 1 ;

Sortie :
Si Ni ≤ T pour tout i ∈ {1, . . . , n− k}, répondre �oui�.
Si Ni > T pour au moins un i ∈ {1, . . . , n− k}, répondre �non�.

Fig. 3.7 � Algorithme de reconnaissance d'un code C avec probabilités de fausse alarme
et de non détection α et β.

Dans la phase d'initialisation, nous avons besoin de calculer une base (h1, . . . , hn−k) du
code dual C⊥. D'après la Remarque 6, il est préférable de choisir des mots de poids rela-
tivement faible a�n de limiter le nombre de mots nécessaires dans la séquence. Néanmoins,
la recherche de mots de poids faibles ne possède pas d'algorithme e�cace. Cependant, une
manière simple de réduire le poids d'une base du dual est d'écrire la matrice de parité
obtenue sous forme systématique. En e�et, après cette opération le poids des mots obtenus
est proche de k/2. Dans le cas où k = n/2, ce poids est proche de n/4 alors qu'un mot pris
au hasard dans cet espace est de poids proche de n/2.

Ensuite, cet algorithme n'est pas coûteux en ressources puisqu'il ne demande que le
calcul de produits scalaires sur des vecteurs de bits. Ceci est implémentable de manière
e�cace car il s'agit seulement de ET logiques sur des vecteurs de bits, et des calculs de
poids sur des vecteurs de bits.

Proposition 10 L'algorithme 3.7 nécessite au plus M(n − k) masques et nM(n − k)
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additions.

Preuve :

Tout d'abord, les calculs préliminaires dans la phase d'initialisation sont négligeables
devant la partie principale de l'algorithme.

Ensuite, la partie principale de l'algorithme est composée de M(n − k) calculs d'un
produit scalaire entre deux vecteurs de taille n. Le calcul d'un tel produit scalaire peut
être e�ectué en réalisant un ET logique entre les deux vecteurs (1 masque) et en calculant
le poids du vecteur résultant (n additions).

Ainsi le nombre d'opérations total est M(n− k) masques et nM(n− k) additions.
�

Cas où le corps de base est F2m(m ≥ 2)

L'algorithme présenté ci-dessus ne fonctionne que pour les codes binaires. Cependant,
il est possible de l'adapter aux codes construits sur une extension de F2. En e�et, F2m

peut être vu comme un espace vectoriel de dimension m sur F2. On peut construire des
isomorphismes d'espaces vectoriels entre F2m et Fm2 de la façon suivante :

Si (1, α, . . . , αm−1) est une F2-base de F2m (F2m = F2[α] = F2 ⊕ F2.α⊕ . . .F2.α
m−1)

φα : F2m −→ Fm2
a0 + a1.α + · · ·+ am−1.α

m−1 7−→ (a0, . . . , am−1)

est un isomorphisme de F2-espaces vectoriels.

Remarque 8 En fait, α est une racine d'un polynôme irréductible Pα de degré m sur F2.
Et F2m = F2[X]/〈Pα(X)〉.

Ainsi, si on �xe une représentation de l'extension, c'est-à-dire un α, il est facile de
passer d'une écriture à l'autre. On peut donc écrire tout vecteur de Fn2m sous forme d'un
vecteur binaire de Fmn2 .

Remarque 9 Si la probabilité d'erreur par symbole d'un vecteur v ∈ Fn2m vaut p, alors la
probabilité d'erreur par symbole du vecteur étalé φα(v) ∈ Fmn2 vaut p/2.
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3.2 Reconnaissance d'un code

Proposition 11 Soit α ∈ F2m tel que F2m = F[α]. Soit C un code de longueur n et de
dimension k sur F2m ayant pour base (b1, . . . , bk). Alors C est un code de longueur nm et
de dimension km sur F2 ayant pour base :

(
φα(b1), φα(αb1), . . . , φα(αm−1b1), . . . , φα(bk), φα(αbk), . . . , φα(αm−1bk)

)
.

On peut donc reconnaître un code C de longueur n sur F2m de la façon suivante :

Entrées :
Un canal 2m-aire de probabilité d'erreur p.
C un code de longueur n sur F2m .
S = (si) une séquence de vecteurs de Fn2m .
α,β les probabilités de fausse alarme et de non-détection.

Initialisation :
(N1, . . . , Nm(n−k)) = (0, . . . , 0).
Calculer (h1, . . . , hn−k) une F2m-base de C⊥.
Choisir α ∈ Fn2m tel que Fn2m = F2[α].
Calculer (h′1, . . . , h

′
m(n−k)) une F2-base de C (cf Prop. 11).

Calculer S ′ = (s′i)i = (φα(si))i.
Calculer α1 = α1/m(n−k) et β1 = β/m(n− k).

Calculer M =

(
φ−1(1−β1)

√
1−(1−p)2 maxi wH (hi)−φ−1(α1)

(1−p)maxi wH (hi)

)2

et T = 1
2

(
M + φ−1(α1)

√
M
)
.

où wH désigne le poids de Hamming du mot étalé sur Fmn2 .

Algorithme :
Pour i allant de 1 à m(n− k)

Pour j allant de 1 à M
Si 〈h′i, s′j〉 = 1, alors Ni ←− Ni + 1 ;

Sortie :
Si Ni ≤ T pour tout i ∈ {1, . . . ,m(n− k)}, répondre �oui�.
Si Ni > T pour au moins un i ∈ {1, . . . ,m(n− k)}, répondre �non�.

Fig. 3.8 � Algorithme de reconnaissance d'un code C sur F2m avec probabilités de fausse
alarme et de non détection α et β.
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3.2.5 Résultats pratiques

Pour des soucis de faisabilité, la séquence ne doit pas être trop longue. En e�et, il faut
déjà qu'elle représente une quantité de données interceptable (quelques Mo). De plus, il
faut que l'algorithme de reconnaissance renvoie une réponse en un temps raisonnable.

Nous donnons ici quelques tableaux de valeurs représentant le taux d'erreur du canal et
le poids de Hamming des mots du dual atteignables avec une séquence de longueur donnée.

• Avec une séquence de 230 mots :

p 0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05
w(h) avec α = β = 10−3 4283 2139 853 424 210 81
w(h) avec α = β = 10−10 3922 1959 781 388 192 74

• Avec une séquence de 220 mots :

p 0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05
w(h) avec α = β = 10−3 2552 1274 508 252 125 48
w(h) avec α = β = 10−10 2191 1094 436 217 107 41

• Avec une séquence de 210 mots :

p 0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05
w(h) avec α = β = 10−3 825 412 164 81 40 15
w(h) avec α = β = 10−10 480 239 95 47 23 9

Exemple 15 Si l'on veut reconnaître un code de longueur n = 860 et de dimension k = 430
avec une probabilité d'erreur du canal de p = 0.01 et des probabilités d'échec α = β = 10−10,
d'après une remarque précédente, on peut construire des mots du dual de poids n/4 = 215.
Ainsi, d'après le tableau précédent, une séquence de M = 220 mots est su�sante. Ceci
représente une séquence de Mn = 860 ∗ 220 bits.

L'algorithme codé en C a été testé sur di�érents codes avec di�érentes probabilités
d'erreur du canal. Pour tous ces tests, les probabilités d'échec sont �xées à 10−3. On utilise
une base du dual sous forme systématique, ainsi ces mots sont de poids proche de k/2.

• Pour un code BCH de paramètres [511, 250, 63] :

Le poids maximal des mots de la base considérée est 140.
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3.2 Reconnaissance d'un code

Taux d'erreur p Nombre de mots M Seuil T Temps en s
0.005 618 270 ≤ 1
0.01 10914 5295.5 7

• Pour un code de Reed-Muller de paramètres [1024, 638] :

Le poids maximal des mots de la base considérée est 136.

Taux d'erreur p Nombre de mots M Seuil T Temps en s
0.005 569 247 ≤ 1
0.01 9282 4492 13

• Pour un code aléatoire de paramètres [2000, 1000] :

Le poids maximal des mots de la base considérée est 535.

Taux d'erreur p Nombre de mots M Seuil T Temps en s
0.001 306 126 3
0.002 2764 1300 28

3.2.6 Application à la synchronisation

Dans tout ce qui précède, on supposait que la séquence était synchronisée. Cepen-
dant, nous allons voir que nous pouvons utiliser notre algorithme de reconnaissance a�n
de retrouver la synchronisation.

Soit C un code de longueur n. On suppose ici que la séquence S est une suite binaire
composée de concaténations de mots de C bruités. On suppose de plus que S est découpée
en mots de taille n, cependant, la synchronisation n'est pas forcément bonne.

• Si la synchronisation est mauvaise :
Dans ce cas, chaque mot de la séquence est composé de la �n d'un mot de code bruité et
du début du suivant.
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Dans le cas général, les équations de parité que l'on considère n'ont aucune chance
d'être des équations de parité du code décalé. Ainsi, notre algorithme se comporte comme
dans le cas d'une séquence aléatoire.

• Si la synchronisation est bonne :
Dans ce cas, on se trouve bien en possession d'une séquence de mots bruités du code con-
sidéré, et ainsi l'algorithme de reconnaissance peut s'appliquer.

Le problème que nous considérons ici est plus simple que celui de la reconnaissance
d'un code. En e�et, les mots de la séquence sont ici soit des mots de C bruités (quand
la synchronisation est bonne) soit des mots aléatoires (quand la synchronisation n'est pas
bonne). Nous avons donc juste à distinguer un code non trivial de l'espace ambiant. C'est-
à-dire qu'il faut juste identi�er un vecteur du dual du code. Pour cela, nous n'avons pas
besoin de considérer toute une base du code dual. Seulement un est nécessaire.

68



3.3 Reconstruction de familles de codes

Entrées :
Un canal binaire symétrique CBS(p).
Un code linéaire binaire C de paramètres [n, k].
S = (si) une séquence de vecteurs de Fn2 de mots bruités de C
mais peut-être mal synchronisée.
α,β les probabilités de fausse alarme et de non-détection.

Initialisation :
Calculer h un vecteur non nul de C⊥.

Calculer M =

(
φ−1(1−β)

√
1−(1−2p)2wH (h)−φ−1(α)

(1−2p)wH (h)

)2

et T = 1
2

(
M + φ−1(α)

√
M
)
.

sync = 0.

Algorithme :
Boucle

N=0 ;
Pour j allant de 1 à M

Si 〈h, sj〉 = 1, alors N ←− N + 1 ;
Si N ≤ T , alors

Retourner sync ;
Sinon
sync←− sync+ 1 ;
S ←− S << 1; (décalage circulaire à gauche de S)

Sortie :
sync est la bonne synchronisation.

Fig. 3.9 � Algorithme de synchronisation d'un code C avec probabilités de fausse alarme
et non détection α et β.

3.3 Reconstruction de familles de codes

Maintenant en possession d'un algorithme de reconnaissance d'un code dans un envi-
ronnement bruité, nous allons nous intéresser à la reconnaissance d'un code appartenant
à une famille connue. En d'autres mots, nous supposons que le code utilisé appartient à
une famille de codes que l'on connaît. Ce problème est plus simple que le problème de
reconstruction (cas d'un code aléatoire) et ainsi nous obtiendrons des résultats pratiques
bien meilleurs. Ces résultats sont publiés dans les Proceedings de WCC'09 [Cha09].
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3.3.1 Éléments maximaux d'une famille

Dé�nitions

Dans cette partie, nous donnons des résultats applicables à un cas très général. En
e�et, nous considérons un corps �ni F (pas nécessairement F2 ou une extension) et un
entier naturel n. Soit C une famille de sous-ensembles de Fn. Ici, nous n'imposons pas que
les éléments sont des codes (des sous-espaces vectoriels). Par contre, nous imposons que
Fn ∈ C .

Nous munissons cette famille de la relation d'ordre la plus naturelle, l'inclusion ⊂. Nous
obtenons ainsi une famille partiellement ordonnée (C ,⊂).

Dé�nition 29 Soit C un élément de C \{Fn}. C est appelé un élément maximal de C si :

(C ⊂ D et D ∈ C ) =⇒ (D = C ou D = Fn).

En d'autres mots, C est un élément maximal de C s'il n'existe pas de code entre C et
Fn dans (C ,⊂).

Remarque 10 Notons que, puisque C est une famille �nie, le nombre d'éléments maxi-
maux de C est �ni.

Dé�nition 30 On note Cmax = {C1, . . . , Cr} l'ensemble des éléments maximaux de (C ,⊂
).

Remarque 11 Si C n'est pas réduit à {Fn}, C possède au moins un élément maximal.

Propriétés

Maintenant que nous avons exhibé des éléments particuliers de la famille : ses éléments
maximaux, nous étudions leur rôle dans la description de cette famille.

Proposition 12 Soit C un élément de C (C 6= Fn). Alors, il existe i ∈ {1, . . . , r} tel que :

C ⊂ Ci.

Ce résultat découle de la dé�nition d'élément maximal.
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Fig. 3.10 � Exemple de structure d'une telle famille.

Exemple 16 Ce schéma se lit de la manière suivante : un élément C est relié à un élé-
ment D placé plus haut si et seulement si C ⊂ D.
Dans cet exemple, {0} ⊂ C8 ⊂ C4 ⊂ C1 ⊂ Fn.
D'après la dé�nition d'élément maximaux, ces derniers sont exactement ceux qui sont en-
cadrés (C1, C2, C3). Ils se retrouvent au dernier niveau avant Fn.
Notons que pour chaque élément, on peut véri�er s'il est inclus dans chacun des codes max-
imaux. Par exemple, C5 ⊂ C1 et C5 ⊂ C2, mais par contre, C5 6⊂ C3. D'où la dé�nition
suivante.

Dé�nition 31 Soit C un élément de C . On dé�nit la signature de C par

I(C) := {i ∈ {1, . . . , r} | C ⊂ Ci}.

Pour une famille quelconque, I(Fn) = ∅ et I(Ci) = {i}.

Exemple 17 Dans l'exemple précédent, I(C5) = {1, 2} et I({0}) = {1, 2, 3}.

Regroupons maintenant tous les éléments ayant la même signature.

Dé�nition 32 Soit I un sous-ensemble de {1, . . . , r}. On note

CI := {C ∈ C | I(C) = I}

l'ensemble des éléments de C ayant pour signature I.
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Exemple 18 Dans l'exemple précédent, C{1,2} = {C5, C9, C10}.

Proposition 13 Soit C une famille de sous-ensembles de Fn.
Les CI dé�nis ci-dessus forment une partition de C :

C =
⊔

I∈P({1,...,r})

CI ,

où P({1, . . . , r}) représente l'ensemble des partitions de {1, . . . , r}.

Preuve :
• D'après la Dé�nition 32, pour tout I ∈P({1, . . . , r}), CI ⊂ C .
Soit C ∈ C . D'après la Dé�nition 32, C ∈ CI(C). Alors,

C ⊂
⋃

I∈P({1,...,r})

CI

et C =
⋃

I∈P({1,...,r})

CI .

• Soient I, J ∈P({1, . . . , r}) tels que CI et CJ ne sont pas vides.
Supposons qu'il existe C ∈ CI ∩ CJ .

Comme C ∈ CI , I(C) = I.
Comme C ∈ CJ , I(C) = J .

Et ainsi, I = J .
Par conséquent, si I et J sont deux éléments distincts de P({1, . . . , r}), alors CI ∩CJ = ∅.

D'où C =
⊔

I∈P({1,...,r})

CI .

�

3.3.2 Application à la reconstruction

Nous considérons ici une famille C de codes linéaires de longueur n sur F2 (ou sur une
extension F2m , cf Algorithme 3.8). L'idée principale, a�n de reconstruire le code C utilisé,
est de calculer sa signature I(C) à partir de la séquence de mots bruités interceptée. En
e�et, à partir de cette signature, on pourra construire la sous-famille CI(C) et par dé�ni-
tion, C appartient à cet ensemble. Ainsi, on réduit une recherche exhaustive sur la famille
entière C à la sous-famille CI(C). Bien entendu, plus cette sous-famille est petite, plus cette
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méthode sera e�cace.

Plus précisément, si nous possédons une séquence de mots bruités de C, il su�t d'ap-
pliquer la méthode de reconnaissance d'un code (binaire ou sur F2m) pour chaque code
maximal C1, . . . , Cr. De cette manière, pour chaque code maximal Ci, on sait si la séquence
est composée de mots de code bruités de Ci. On calcule ainsi la signature I(C) du code
utilisé.

Entrées :
Un canal binaire symétrique CBS(p).
Un code linéaire binaire C de paramètres [n, k]
appartenant à la famille C avec Cmax = {C1, . . . , Cr}.
S = (si) une séquence de vecteurs de Fn2 .
α,β les probabilités de fausse alarme et de non-détection.

Initialisation :
I = {} ;
Calculer α0 = α1/r et β0 = β/r.
Calculer B1, . . . ,Br des bases respectives de C⊥1 , . . . , C

⊥
r .

Algorithme :
Pour i allant de 1 à r

Si S est une séquence de mots bruités de Ci
(En utilisant ST4(Bi, S, p, α0, β0))
I ←− I ∪ {i} ;

Calculer CI .

Sortie :
S est une séquence de mots bruités
d'un code appartenant à CI .

Fig. 3.11 � Algorithme de reconstruction d'un code C appartenant à une famille connue
C avec probabilités de fausse alarme de de non-détection α et β.

Moralement, avec cette méthode, la recherche exhaustive sur la famille entière devient
une recherche exhaustive sur l'ensemble des codes maximaux. Cette méthode est e�cace
si le cardinal de l'ensemble des éléments maximaux est petit devant la taille de la famille.
Considérons di�érentes familles et étudions leur structure.

• Codes de Reed-Muller de longueur 2m :
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Comme nous l'avons vu dans le chapitre introductif, les codes de Reed-Muller d'une
longueur donnée sont tous imbriqués les uns dans les autres. Ainsi, on obtient une structure
de la forme suivante :

Fig. 3.12 � Structure de la famille des codes de Reed-Muller de longueur 2m.

Dans ce cas, on n'obtient qu'un seul élément maximal R(m−1,m) et deux sous-familles
C{} = {F2m

2 } et C{1} = C \{F2m

2 }.

Ainsi, notre algorithme de reconstruction permet seulement de distinguer un code non
trivial de Fn.

3.3.3 Application à la reconstruction des codes cycliques

Soient n un entier naturel impair et F un corps �ni de caractéristique 2. On considère
C la famille des codes cycliques de longueur n sur F.

Rappelons que chaque code cyclique est généré par un facteur unitaire de Xn−1. Nous
avons donc la correspondance suivante :

φ : { facteurs de Xn − 1} −→ C
g(X) 7−→ 〈g(X)〉

De plus, les codes cycliques maximaux de longueur n sont exactement les facteurs ir-
réductibles de Xn − 1 dans F[X]. Si on note g1(X), . . . , gr(X) les facteurs irréductibles de
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Xn−1, alors les codes cycliques maximaux de longueur n sont exactement les 〈gi(X)〉, i =
1, . . . , r.

Exemple 19 Prenons n = 7 et F = F2. X7 − 1 se factorise de la façon suivante :

X7 − 1 = (X + 1)(X3 +X2 + 1)(X3 +X + 1),

les trois facteurs étant irréductibles. Ainsi, les codes cycliques maximaux de longueur 7 sont
exactement 〈g1(X)〉, 〈g2(X)〉 et 〈g3(X)〉 avec

g1(X) = X + 1,
g2(X) = X3 +X2 + 1

et g3(X) = X3 +X + 1.

Fig. 3.13 � Structure de la famille des codes cycliques de longueur 7 sur F2.
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Algorithme de reconstruction

La méthode de reconstruction d'un code appartenant à une famille connue de l'Algo-
rithme 3.11 est basée sur le fait que

C ∈ CI(C).

Cependant, dans le cas des codes cycliques, CI est réduit à un unique élément :

CI =

{⋂
i∈I

〈gi(X)〉

}
=

{
〈
∏
i∈I

gi(X)〉

}
.

Ainsi, on a l'égalité
{C} = CI(C),

et notre algorithme de reconstruction ne retournera pas seulement une sous-famille de codes
possibles, mais le code recherché.

Dans l'algorithme de reconstruction, nous devons considérer les espaces duaux C⊥i . Mais
dans le cas des codes cycliques, ils sont faciles à décrire.

C⊥i = 〈gi(X)〉⊥ = 〈
(
Xn − 1

gi(X)

)∗
〉 =: 〈hi(X)〉

où g∗(X) =

deg(g)∑
i=0

adeg(g)−iX
i est le polynôme réciproque de g(X) =

deg(g)∑
i=0

aiX
i.

Ainsi, une base de C⊥i est(
hi(X), Xhi(X), . . . , Xdeg(g)−1hi(X)

)
,

ou en notation vectorielle (
hi, σ(hi), . . . , σ

deg(g)−1(hi)
)
,

où hi est la représentation vectorielle de hi(X).

Exemple 20 Dans l'exemple précédent des codes cycliques de longueur 7 sur F2,
h1(X) = (X3 +X2 + 1)(X3 +X + 1),
h2(X) = (X3 +X2 + 1)(X + 1)

et h3(X) = (X + 1)(X3 +X + 1).

Remarque 12 Puisque le code considéré est cyclique, si l'algorithme retourne que hi est
bien un mot du dual, alors il retournera nécessairement que σ(hi), . . . , σ

deg(gi)−1(hi) le sont
aussi. Ainsi, pout tout i allant de 1 à r, il su�t de véri�er que S est une séquence de mots
bruités de h⊥i (et non plus de Ci).
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Grâce à toutes ces remarques et aux algorithmes précédents, on obtient l'algorithme de
reconstruction de codes cycliques suivant :

Entrées :
Un canal binaire symétrique CBS(p).
S = (si) une séquence de vecteurs de Fn2 .
α,β les probabilités de fausse alarme et de non-détection.

Initialisation :
g(X) := 1 ;

Factoriser Xn − 1 =
r∏
i=1

gi(X) en facteurs irréductibles.

Calculer hi(X) :=
(
Xn−1
gi(X)

)∗
;

Calculer α0 = α1/r et β0 = β/r.

Algorithme :
Pour i allant de 1 à r

Si S est une séquence de mots bruités de h⊥i
(En utilisant ST2(hi, S, p, α0, β0))
g(X)←− g(X)× gi(X) ;

Sortie :
S est une séquence de mots bruités de 〈g(X)〉.

Fig. 3.14 � Algorithme de reconstruction d'un code cyclique binaire de longueur n avec
probabilités de fausse alarme et de non-détection α et β.

Analyse de complexité

Proposition 14 Soit C une famille de codes cycliques de longueur n comprenant r codes
maximaux. Pour reconnaître un code cyclique dans C avec probabilités de fausse alarme et
de non-détection α et β, il faut une séquence d'au moins M mots avec

M =

(
s
√

1− (1− 2p)2 maxi(wH(hi)) − a
(1− 2p)maxi(wH(hi))

)2

où a = φ−1(α1/r) et b = φ−1(1− β/r).

Le nombre d'opérations binaires est en O(rMn).
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Preuve :
Soient α0 = α1/r et β0 = β/r.
Pour reconnaître un code C ∈ C , il faut accomplir r tests statistiques ST2(hi, S, p, α0, β0).
D'après le Théorème 4, tous ces tests ont des probabilités de fausse alarme et de non-
détection α0 et β0 et requièrent au plus ce nombre M de mots.

En itérant successivement r tests statistiques indépendants avec probabilités d'échec
α0 et β0, le résultat �nal sera correct avec probabilités de fausse alarme αr0 = (α1/r)r = α
et de non-détection rβ0 = rβ/r = β.

Finalement, il faut calculer M produits scalaires sur des mots de longueur n pour cha-
cun des r codes maximaux. Ainsi, le nombre d'opérations binaires est en O(rMn). �

Résultats expérimentaux

Dans la table suivante sont comparés les temps de calcul pour reconstruire un code cy-
cliques de notre algorithme avec celui de reconstruction d'un code aléatoire de M. Cluzeau.

Pour notre version, on utilise l'Algorithme 3.14 implémenté enMagma (Cf Annexe). Les
temps de calcul correspondent au temps moyen de la reconstruction totale du code cyclique.

Pour la version de M. Cluzeau, l'algorithme de reconstruction d'un code aléatoire est
implémenté en C. Les temps de calcul correspondent au temps moyen de reconstruction
d'un mot du dual. En e�et, dans la plupart des cas, un seul mot du dual est su�sant pour
reconstruire le code entier. (En utilisant le fait que si h est un mot du dual, σ(h), . . . , σn(h)
en sont aussi).

Longueur #Cmax Erreur Temps Temps
n r p Cluzeau Notre algo.
123 8 0.01 ≤ 1 s ≤ 1 s
123 8 0.02 7 min 3 s
511 59 0.001 ≤ 1 s ≤ 1 s
511 59 0.002 ≥ 10 min 1 s
511 59 0.005 14 s
1011 34 0.001 ≥ 10 min 2 s
1011 34 0.002 9 s
1011 34 0.003 66 s

Fig. 3.15 � Résultats expérimentaux avec α0 = β0 = 10−6 (α = 10−6r et β = r10−6).
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Codes convolutifs

4.1 Reconstruction de codes convolutifs

Comme dans le cas de la reconstruction des codes linéaires en blocs, la recherche
académique sur la reconstruction des codes convolutifs est assez récente. En e�et, les pre-
miers résultats apparurent en 1995 avec B. Rice [Ric95] résolvant ce problème pour les
(n, 1)-codes convolutifs dans des canaux sans bruit. Ensuite, E. Filiol donne une technique
pour reconstruire des codes convolutifs dans des canaux bruités [Fil97, Fil00, Fil01]. Fi-
nalement, J. Barbier, s'appuyant sur les travaux de E. Filiol, améliora les performances
en utilisant des algorithmes de reconstruction de codes en blocs linéaires [BGH06, Bar07].
Au même moment, J. Dingel [DH07] propose une solution pour la détection des codes
convolutifs de taux 1/n.

Le principe de l'algorithme de reconstruction est le suivant. Tout d'abord, étudions le
phénomène dans le cas sans bruit. Nous sommes amenés à chercher des relations entre les
bits de sortie d'un codeur convolutif et les polynômes composant sa matrice génératrice
G(Z). La méthode se décompose en deux étapes. Dans la première, on met en équation les
bits de sortie, les polynômes générateurs et les bits d'entrée grâce à la dé�nition de l'en-
codeur. Une manipulation de ces équations nous mènent à un système d'équations mettant
en relation les bits de sortie et certains mineurs d'ordre k de G(Z). Remarquons que les
bits d'entrée n'entrent plus en jeu dans les équations.

La deuxième étape consiste en la résolution de ces équations a�n de retrouver les
polynômes générateurs.

Dans le cas avec erreur, il utilise les mêmes techniques que pour la reconstruction des
codes en blocs linéaires. En e�et, en utilisant l'algorithme de Gauss randomisé, il arrive à
retrouver les équations à partir d'une matrice bruitée.

Proposition 15 Dans un canal parfait (sans bruit), le nombre minimum de bits requis
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dans la séquence interceptée pour reconstruire un (n, k,m)-code convolutif est

n((k + 2)(m+ 1)− 1).

La complexité de calcul est de
O(n5m4).

Dans le cas bruité, résoudre le système revient à reconstruire un code linéaire en bloc
de longueur (k + 1)(m + 1). Notons N(p, Psucc) la nombre d'itérations du pivot de Gauss
nécessaires pour réussir avec une probabilité de succès Psucc et un taux d'erreur p. Ainsi,
la complexité de l'algorithme de reconstruction devient

O(N(p, Psucc)n
5m4).

Et la longueur nécessaire de la séquence devient

n(N(p, Psucc) +m).

4.2 Détection des paramètres

Jusqu'à maintenant, pour reconstruire un code convolutif, nous devions faire une recherche
exhaustive sur les paramètres du code. Cependant, si la recherche est faite de manière sub-
tile - les paramètres les plus utilisés sont véri�és en premier - les résultats sont meilleurs.
Mais de façon générale, tester des mauvais paramètres est une perte de temps. Ceci nous
motive à nous intéresser à la détection de paramètres d'un code convolutif. De plus, ce
problème semble plus facile, et sa résolution permettrait une accélération de la phase de
reconstruction.

Plusieurs paramètres peuvent être étudiés, mais ici, nous nous intéressons à :

• k le nombre d'entrées du codeur
• n le nombre de sorties du codeur
• m le nombre de cases mémoire du codeur

Ainsi, notre but est de trouver un invariant sur des séquences codées bruitées pour
chaque jeu de paramètres (n, k,m).

4.2.1 Observations

Ce travail a débuté par des observations statistiques de séquences codées bruitées. Pour
cela, nous avons appliqué les tests du NIST [Nist01] sur des séquences codées par dif-
férents codes convolutifs avec di�érents niveaux de bruit. La conclusion de ces tests est
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qu'une séquence codée par un code convolutif, même bruitée, n'est pas considérée comme
aléatoire au regard de la compressions. En e�et, sont regroupés dans ce tableau les taux de
compression obtenus sur des séquences aléatoires et provenant d'un code convolutif grâce
à di�érents algorithmes de compression. Ici, les séquences ne sont pas bruitées.

gzip bzip2 -1 bzip2 -9
Séquence aléatoire 1 1.008 1.004

Code convolutif (1, 2, 8) 0.999 0.986 0.804
Code convolutif (1, 3, 8) 0.982 0.937 0.682
Code convolutif (1, 2, 5) 0.974 0.676 0.556

Fig. 4.1 � Comparaison de taux de compression (sans bruit).

Remarque 13 gzip correspond à l'algorithme de compression de Lempel-Ziv et bzip2
correspond à celui de Burrows-Wheeler. Les options �-1� et �-9� correspondent à la taille
de la fenêtre utilisée dans l'algorithme de Burrows-Wheeler (nous détaillerons cela plus
tard).

Les séquences aléatoires ne peuvent pas être réduites par compression. Pour bzip2, les
�chiers compressés sont même plus volumineux que les �chiers initiaux ; cela est dû à l'in-
sertion d'en-têtes dans le �chier compressé. Mais pour les séquences codées par un code
convolutif, la compression est e�cace. On remarque même qu'elle est meilleure avec bzip2
qu'avec gzip et qu'elle augmente avec la taille des fenêtres considérées. Pour le troisième
code, on atteint même presque un taux de compression de 1/2, ce qui est le rendement
du code ; la compression est donc presque complète dans ce cas-là. Finalement Burrows-
Wheeler semble être un bon axe de recherche pour trouver des biais statistiques sur de
telles séquences.

Regardons ce qui se passe en présence de bruit. Sont répertoriés dans ce tableau les
taux de compression obtenus pour un code convolutif de paramètres (1, 2, 5) avec di�érents
niveaux de bruit.
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Taux d'erreur gzip bzip2 -1 bzip2 -9
0 0.974 0.676 0.556

0.001 0.976 0.698 0.592
0.005 0.982 0.776 0.689
0.01 0.987 0.838 0.765
0.05 1.0002 0.994 0.977
0.1 1.0002 1.008 1.004

Fig. 4.2 � Comparaison de taux de compression (avec bruit).

Remarque 14 On remarque que l'ajout du bruit dégrade progressivement l'e�cacité de
la compression jusqu'à ce que la compression ne soit plus possible. Ces résultats semblent
pourtant montrer que le bruit est quanti�able en fonction du taux de compression obtenu.
Et d'après le Tableau 4.1 les taux de compression semblent di�érents suivant les paramètres
du code utilisé. Dans la suite, nous élaborons une méthode utilisant ce fait pour retrouver
les paramètres du code utilisé.

4.2.2 Transformée de Burrows-Wheeler

L'algorithme de compression de Burrows-Wheeler est composé de deux étapes. La pre-
mière consiste à réarranger intelligemment la séquence a�n d'exhiber des motifs redon-
dants. La seconde consiste à e�ectuer un codage source, typiquement du Hu�man adap-
tatif. Puisque notre but n'est pas de compresser mais d'exhiber des biais statistiques, nous
considérons seulement la première étape appelée Transformation de Burrows-Wheeler.

Considérons e = (e0, e1, . . . , eN−1) une séquence binaire de longueur N et construisons
la matrice circulante Me suivante à partir de e :

Me :=


e0 e1 · · · eN−1

e1 e2 · · · e0
...

. . .
...

eN−1 e0 · · · eN−2

 .

Maintenant, transformons Me en M ′
e en rangeant les lignes de Me dans l'ordre lexi-

cographique ≤. Si on note ϕ la permutation sur les lignes correspondante, on a :

M ′
e := PϕMe =


eϕ(0) eϕ(0)+1 mod N · · · eϕ(0)+N−1 mod N

eϕ(1) eϕ(1)+1 mod N · · · eϕ(1)+N−1 mod N
...

. . .
...

eϕ(N−1) eϕ(N−1)+1 mod N · · · eϕ(N−1)+N−1 mod N

 .
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où
(eϕ(0), . . . , eϕ(0)+N−1 mod N) ≤ · · · ≤ (eϕ(N−1), . . . , eϕ(N−1)+N−1 mod N).

Finalement, dans l'algorithme de compression, ϕ−1(0) et la dernière colonne deM ′
e sont

su�sants pour retrouver la séquence initiale. Mais ici, nous gardons seulement la dernière
colonne, ce qui signi�e qu'on réarrange seulement la séquence.

Exemple 21 Prenons N = 7 et e = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1). On a :

Me =



1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 0


.

Et ainsi,

M ′
e =



0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0


.

Finalement, la séquence de sortie est e′ = (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0).

Remarque 15 Remarquons que dans cet exemple, le motif 1001 apparaît deux fois dans
la séquence originale. En fait, il réapparaît aussi dans les deux premières lignes de M ′

e :

0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1

Et ainsi, deux '1' consécutifs apparaissent dans la séquence de sortie.

Finalement, les motifs redondants dans la séquence initiale impliquent des suites de bits
identiques dans la séquence de sortie. C'est pour cela que dans l'algorithme de compression,
on e�ectue un codage source aussitôt après. Nous utilisons ici ce fait pour construire notre
test statistique.
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4.2.3 Test des runs

Dé�nition 33 Soit e = (e0, e1, . . . , eN−1) une séquence binaire de longueur N . On appelle
run de e de longueur ` toute sous-séquence maximale de ` bits identiques de e :

(ej, ej+1, . . . , ej+`−1) est un run

⇐⇒

 ej = ej+1 = · · · = ej+`−1

ej−1 6= ej
ej+`−1 6= ej+`

.

Proposition 16 Soit e une séquence de N bits où le nombre de '0' (resp. de '1') vaut N0

(resp. N1). On note π0 = N0/N et π1 = N1/N les fréquences de '0' et de '1'. Alors, le
nombre moyen de runs vaut :

2(N − 1)π0π1 + 1.

Si π0 ' π1,

2(N − 1)π0π1 + 1 ' N

2
.

Comme dans les tests statistiques du NIST, a�n d'évaluer le caractère aléatoire d'une
séquence, on utilise une Pvalue, c'est-à-dire une valeur numérique calculée à partir d'un test
statistique comparant une valeur observée avec une valeur attendue dans le cas aléatoire.
Dans notre cas, nous comparons le nombre de runs observés avec 2(N − 1)π0π1 + 1 (Cf
Proposition 16) de la façon suivante :

Pvalue :=
|Nobs − (2(N − 1)π0π1 + 1)|

S
√

2Nπ0π1

.

Dans notre cas, contrairement aux tests du NIST, plus la Pvalue est proche de 0, plus
la séquence est considérée aléatoire du point de vue des runs. Et plus la Pvalue est grande,
plus la séquence est considérée comme non-aléatoire. Dans les tests du NIST, si la Pvalue
est en-dessous d'un seuil �xé, la séquence est considérée comme non-aléatoire.

4.2.4 Test statistique

Test :
• Une séquence S de N bits.
• Obtenir S ′ en appliquant la transformation de Burrows-Wheeler de longueur N à S.
• Calculer la Pvalue (relative aux runs) de la séquence S ′.
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Une chose intéressante est que, si on �xe
• N la longueur de la séquence
• k le nombre d'entrées du codeur
• n le nombre de sorties du codeur
• m le nombre de cases mémoire du codeur
alors les courbes de Pvalue en fonction de p, le taux d'erreur du canal, sont toujours les
mêmes peu importe les polynômes utilisés (on ne considère pas de codes dégénérés). On
obtient des courbes telles que dans la Figure 4.3.

Fig. 4.3 � Courbes-type avec les paramètres N = 107, k = 1, n = 2.

Nous allons utiliser le fait que les courbes pour chaque jeu de paramètres sont toutes
di�érentes pour construire notre algorithme de détection.

4.2.5 Algorithme de détection

Quand k, n et p sont connus

Dans ce cas le plus simple, le but est de retrouver m le nombre de cases mémoire du
codeur. La Figure 4.3 illustre ce cas. Il est alors facile de retrouver m, puisque pour un
couple (p, Pvalue) donné, il n'y a qu'un seul choix pour m.
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Entrées :
Un canal binaire symétrique CBS(p).
S une séquence de N bits codée par un code convolutif de paramètres (n, k,m) bruitée.

Algorithme :
Transformer S en S ′ par Burrows-Wheeler.
Calculer la Pvalue de S ′.

Sortie :
Retourner le seul m correspondant à (p, Pvalue).

Fig. 4.4 � Algorithme pour retrouver m quand k, n et p sont connus.

Quand k et n sont connus

Dans ce cas, c'est un peu plus di�cile puisque pour un couple (p, Pvalue), plusieurs
valeurs de m sont possibles. Mais nous connaissons, à travers les courbes-type le comporte-
ment de notre algorithme quand le taux d'erreur augmente. En e�et, pour chaque valeur
de m, on a une courbe-type de la Pvalue en fonction de p. Ainsi, l'idée est d'ajouter de
l'erreur arti�cielle à notre séquence et calculer une nouvelle Pvalue. Les di�érences entre les
Pvalue calculées consécutivement donneront la bonne valeur de m.

Remarque 16 Remarquons qu'ajouter un motif d'erreur de probabilité p1 à un motif d'er-
reur de probabilité p0 est équivalent à un motif d'erreur de probabilité

p0 + p1 − 2p0p1.
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Entrées :
Un canal binaire symétrique CBS(p).
S une séquence de N bits codée par un code convolutif de paramètres (n, k,m) bruitée.

Paramètre :
stepp.

Algorithme :
Transformer S en S ′ par Burrows-Wheeler.
Calculer la Pvalue de S ′.
list := {[M,P ] | (P, Pvalue) est un point de la courbe correspondant à m} ;
i := 0 ;
Tant que (#list 6= 1) faire
i := i+ 1 ;
T := S avec de l'erreur ajoutée de probabilité i ∗ stepp ;
Transformer T en T ′ par Burrows-Wheeler ;
Calculer la Pvalue de T ′ ;
Pour [M,P ] dans list faire

Si (P + i ∗ stepp − 2 ∗ P ∗ i ∗ stepp, Pvalue) n'est pas un point de la courbe
correspondant à M alors
Ôter [M,P ] de list ;

Fin si
Fin pour

Fin tant que
Sortie :

list = {[m, p]}.

Fig. 4.5 � Algorithme pour retrouver m et p quand k et n sont connus.

Exemple 22 Ici, stepp = 0.005.
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• i = 0 :

list = {[5, 0.061], [6, 0.054], [7, 0.049], [8, 0.039], [9, 0.026]}.

• i = 1 :

list = {[5, 0.061], [6, 0.054], [7, 0.049]}.

• i = 2 :

list = {[7, 0.049]}.

Ainsi,

m = 7 et p = 0.049.

Quand rien n'est connu

Comme montré dans la Figure 4.6, toutes les courbes sont di�érentes quand k et n vari-
ent. Il su�t donc d'appliquer l'algorithme 4.5 à un plus grand panel de courbes possibles.
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Fig. 4.6 � Courbes pour N = 106.

4.2.6 Analyse de complexité

Cet algorithme de détection est fait de deux parties : le réarrangement de la séquence
et le calcul de la Pvalue. Le temps de calcul de la seconde partie est négligeable devant
la première. Ainsi, nous considérons la complexité de l'algorithme de réarrangement. Plus
précisément, nous avons à trier N vecteurs de bits, et le plus e�caces des algorithmes de
tri connus le fait avec une complexité en O(N log(N)). Par conséquent, la complexité est
constante (N est considéré comme un paramètre de l'algorithme) et ne dépend pas de la
séquence que l'on considère. Cependant, le paramètre N doit être choisi en fonction des
paramètres k, n,m, p que nous voulons être capables de détecter.

Un code convolutif peut être vu comme une application linéaire avec une matrice in�nie

p1,0 · · · p1,k · · · p1,km−1 0 0 · · ·
...

... 0 0 · · ·
pn,0 · · · pn,k · · · pn,km−1 0 0 · · ·
0 0 p1,0 · · · · · · p1,km−1 0 · · ·
0 0

...
... 0 · · ·

0 0 pn,0 · · · · · · pn,km−1 0 · · ·
. . . . . . . . .


.
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Mais, si on ne considère ce code convolutif que durant une période de q tops d'horloge,
il peut être vu comme une application linéaire de longueur nq et de dimension k(m + q)
(le m provient du fait que l'état interne du registre doit être rempli) de matrice

p1,0 · · · p1,k · · · p1,km 0 · · · 0
...

...
...

...
pn,0 · · · pn,k · · · pn,km 0 · · · 0
0 0 p1,0 p1,1 · · · p1,km 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 pn,0 pn,1 · · · pn,km 0 0

. . . . . . . . .
0 · · · · · · 0 p1,0 p1,1 · · · p1,km
...

...
...

...
0 · · · · · · 0 pn,0 pn,1 · · · pn,km



.

Si on note Cq cette application et si on suppose que tous les polynômes générant ce
code sont premiers entre-eux, alors le rang de la matrice est :

Rang(Cq) =

{
nq si q ≤ km

n−k
k(q +m) si q ≥ km

n−k

Cette caractéristique est bien connue pour les codes convolutifs et est appelée Saut de
rang. En particulier, si q ≥ km

n−k , cette application n'est plus surjective. Par conséquent,
tous les motifs de taille au moins knm

n−k n'apparaîtront pas dans une séquence générée par
un tel code convolutif. Si on veut utiliser ce fait, on doit prendre une séquence de longueur
en O(2

knm
n−k ). Notons Lmin = 2

knm
n−k la longueur minimale de la séquence à considérer.

Ainsi, l'algorithme de détection a pour complexité O(knm
n−k 2

knm
n−k ).

En pratique, avec une séquence de longueur 106 ' 220, on peut détecter des codes
convolutifs avec k = 1, n = 2 et m jusqu'à 10 (knm

n−k = 2m).

4.3 Application à la reconstruction

Rappelons que l'idée principale de cette étude était d'améliorer la reconstruction de
codes convolutifs en e�ectuant une détection des paramètres préalablement. Les algo-
rithmes de reconstruction demandent une faible longueur de séquence, cependant il faut
faire une recherche exhaustive sur les paramètres du code. Par contre, pour l'algorithme de
détection des paramètres, il est nécessaire d'avoir une séquence relativement longue. Ainsi,
nous nous intéressons ici au compromis possible entre ces deux méthodes a�n d'optimiser
la complexité de la reconstruction.
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Les limites de l'algorithme de reconstruction apparaissent pour un taux d'erreur du
canal supérieur à 2.10−2 alors que l'algorithme de détection fonctionne pour des taux d'er-
reur jusqu'à 10−1. Ainsi, pour des taux d'erreur supérieurs à 2.10−2, on peut seulement
retrouver les paramètres du code.
Pour des taux d'erreur inférieurs à 2.10−2, l'algorithme de reconstruction permet de retrou-
ver les paramètres ainsi qu'une matrice canonique en des temps inférieurs à celui de l'al-
gorithme de détection. Cependant, si p est inconnue, l'algorithme de détection permet de
la retrouver. Ces remarques sont répertoriées dans le schéma suivant.

Fig. 4.7 � Complémentarité des algorithmes de détection et de reconstruction
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Structure des codes quasi-cycliques
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Chapitre 5

Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons à la structure des codes quasi-cycliques. Ces
codes sont utilisés en particulier en cryptographie car ils permettent d'utiliser des clés plus
petites. Ce genre d'étude permet donc une meilleure compréhension de cette famille de
codes dans le but d'améliorer la sécurité de tels cryptosystèmes ou encore de construire
des algorithmes de reconstruction dédiés.

5.1 Codes quasi-cycliques

Les codes quasi-cycliques étant une généralisation des codes cycliques, il est essentiel
de dé�nir un généralisation du shift, le quasi-shift.

Dé�nition 34 Soit n = m`. Une permutation σ ∈ Sn est un `-quasi-shift si elle est le
produit disjoint de ` cycles d'ordre m.

Exemple 23
• Si on considère T le décalage circulaire (utilisé dans la dé�nition des codes cycliques),
alors σ = T ` ∈ Sn est un `-quasi-shift.
• Prenons n = 6, ` = 2. Alors, la permutation

σ = (1, 3, 6)(2, 5, 4)

est un 2-quasi-shift.

Nous pouvons ainsi donner la dé�nition générale d'un code quasi-cyclique.

Dé�nition 35 Soient n = m` et C un code de longueur n.

C est un code `-quasi-cyclique si et seulement si Aut(C) contient un `-quasi-shift.

Le ` minimal tel que C est un code `-quasi-cyclique est appelé l' indice du code C.

Notons que dans le cas trivial où ` = 1, on retombe exactement sur la dé�nition d'un
code cyclique.
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5.2 Représentations des codes quasi-cycliques

La dé�nition générale des codes quasi-cycliques n'impose que la présence d'un quasi-
shift dans le groupe d'automorphisme du code. Cependant, il existe deux quasi-shifts par-
ticuliers qui donnent les représentations suivantes.

5.2.1 Comme concaténation de codes cycliques

Dans cette section, nous voyons les codes quasi-cycliques comme des concaténation de
plusieurs codes cycliques. Nous utilisons le quasi-shift particulier suivant :

τ1 = (1, 2, . . . ,m)(m+ 1,m+ 2, . . . , 2m) · · · ((`− 1)m+ 1, (`− 1)m+ 2, . . . , `m).

Et ainsi, un code C est dit quasi-cyclique si et seulement si τ1 ∈ Aut(C).

Une matrice génératrice d'un tel code peut donc être mise sous la forme de concaténa-
tion de blocs circulants 

 .

Cette représentation est utilisée par G. Skersys [Ske97, Ske99], P. Fitzpatrick et K. Lally
[FL01] et N. Nardeau et W. Benmoussa [NB07]. Elle permet une approche polynomiale et
de façon similaire aux codes cycliques qui sont des idéaux de l'anneau quotient F[X]/(Xn−
1), les codes quasi-cycliques sont ici des R-sous-modules de R` où

R = F[X]/(Xm − 1).

On peut ainsi écrire la matrice polynomiale suivante qui représente le code :
g11 g12 · · · g1`

0 g22 · · · g2`
...

. . .
...

0 0 · · · g``


où les gij sont des polynômes engendrant des codes cycliques. De plus les éléments di-

agonaux gii divisent Xm − 1.

On obtient ainsi une matrice génératrice sous forme canonique :
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g11 g12 · · · g1`

Xg11 Xg12 · · · Xg1`
...

...
...

Xm−deg(g11)−1g11 Xm−deg(g11)−1g12 · · · Xm−deg(g11)−1g1`

0 g22 · · · g2`

0 Xg22 · · · Xg2`
...

...
...

0 Xm−deg(g22)−1g22 · · · Xm−deg(g22)−1g2`

. . .
0 0 · · · g``
0 0 · · · Xg``
...

...
...

0 0 · · · Xm−deg(g``)−1g``


où les éléments diagonaux gii divisent Xm − 1 et où les gij, avec i < j sont réduits

modulo gjj. On obtient ainsi une écriture unique.

5.2.2 Comme code cyclique sur un anneau

Dans cette section, nous voyons les codes quasi-cycliques comme codes cycliques sur un
anneau. Nous utilisons le quasi-shift particulier suivant :

τ2 = T ` = (1, `+ 1, . . . , (m− 1)`+ 1)(2, `+ 2, . . . , (m− 1)`+ 2) · · · (`, 2`, . . . ,m`).

Et ainsi, un code C est dit quasi-cyclique si et seulement si τ2 ∈ Aut(C).

Cette permutation correspond à un décalage circulaire par blocs de taille ` et on peut
donc écrire une matrice génératrice de façon générale sous la forme :

A1 A2 · · · Am
Am A1 · · · Am−1

. . . . . .
A2 A3 · · · A1

 =


A1 A2 · · · Am


où les Ai sont des matrices de taille j × ` avec j ≤ `.

Ici, le code est donc vu comme un code cyclique par blocs. Cette représentation est
utilisée par J. Conan et G. Séguin [CS93] et S. Ling et P. Solé [LS01a, LS01b]. Par cette
approche, ils voient les codes quasi-cycliques comme codes sur l'anneau de polynômes

F [Y ]/(Y m − 1).
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Dans nos travaux et donc la suite de cette thèse, nous utilisons cette représentation.
Elle nous permettra de munir les codes d'une structure de M -module à gauche où M est
un anneau de polynômes à coe�cients matriciels.

5.3 Codes quasi-cycliques en cryptographie

Les codes correcteurs d'erreurs sont apparus pour la première fois en cryptographie en
1978 lorsque R.J. McEliece propose son cryptosystème à clef publique basé sur les codes
[McE78]. Ce cryptosystème a pour principal inconvénient de nécessiter une clef privée très
grande : quelques milliers de bits contre un millier de bits avec RSA pour une sécurité équiv-
alente. Ainsi, cette étude a été mise de côté pendant de nombreuses années. Cependant, un
regain d'intérêt pour ce cryptosystème est apparu ces dernières années avec l'intérêt porté
sur l'ordinateur quantique. En e�et, les cryptosystèmes basés sur les codes feraient partie
de la courte liste des cryptosystèmes résistant à ce dernier.

Ce cryptosystème est basé sur le problème de décodage [BMV78, JJ02] de la façon
suivante :

Clef privée :
Un code binaire C de paramètres [n, k, d]
muni d'un algorithme de décodage ΦC jusqu'à t erreurs.
G une matrice génératrice de C.
S un matrice inversible de taille k × k.
P une matrice de permutation de taille n× n.

Clef publique :
G′ = SGP .

Chi�rement :
x 7−→ y = xG′ + e où e est un mot d'erreur aléatoire de poids t.

Déchi�rement :
y 7−→ ΦC(yP−1)S−1.

Fig. 5.1 � Cryptosystème de McEliece

La famille de codes proposée par McEliece est la famille des codes de Goppa puisqu'il
existe un algorithme de décodage e�cace et que leur distance minimale est relativement
grande. De plus les codes de Goppa sont indistinguables des codes aléatoires. Par cela,
on entend qu'il est calculatoirement di�cile de distinguer un code de Goppa d'un code
aléatoire.
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Récemment, en 2005, P. Gaborit [Gab05] propose d'utiliser des codes quasi-cycliques
dans le système de McEliece a�n de réduire la taille des clés. En e�et, on ne stocke que les
premières lignes d'une matrice génératrice, les suivantes étant obtenues par application du
quasi-shift.

Si

G =


A1 A2 · · · Am


est une matrice génératrice d'un code quasi-cyclique, cette matrice est entièrement déter-
minée par les sous matrices A1, . . . , Am de taille r × ` avec r ≤ `. Il applique ensuite une
permutation π sur chaque bloc de taille `. On obtient ainsi une matrice de la forme

G′ =


A1π A2π · · · Amπ

 .

Cette matrice constituera la donnée publique. La clé publique peut ainsi être réduite aux
r premières lignes de cette matrice.

Cependant, la petite taille de la permutation π est une faiblesse de cette idée. Elle a
été utilisée dans [OTD09] pour élaborer une attaque permettant de retrouver le code initial.

Une nouvelle version utilisant des sous-codes de codes alternants sur des sous-corps est
présentée dans [BCGO09].
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Chapitre 6

Codes cycliques sur des anneaux de
matrices

Dans cette partie, nous proposons la construction d'une sous-famille de codes quasi-
cycliques. Ces travaux sont soumis au journal Finite Fields and Applications [CCN09]. Ils
sont basés sur les travaux de M. Camus [Cam04] et N. Nardeau, W. Benmoussa [NB07].
Nous utilisons la représentation de la section 5.2.2. :

Soit n = m` un entier naturel. On considère la permutation cyclique sur les colonnes
T ∈ Sn dé�nie par :

T ((c0, c1, . . . , cn−1)) = (cn−1, c1, . . . , cn−2).

On dé�nit ensuite la permutation τ ∈ Sn par :

τ = T `.

On utilise donc la dé�nition de codes quasi-cycliques suivante.

Dé�nition 36 Un code C de longueur n = m` est dit `-quasi-cyclique si :

Pour tout c ∈ C, τ(c) ∈ C.

En d'autres mots, C est laissé stable par la permutation sur les colonnes τ .

Soit q une puissance d'un nombre premier, on dé�nit A = F`q. Pour v = (v0, . . . , v`−1)
un vecteur ligne de A, on note t(v0, . . . , v`−1) le vecteur colonne correspondant.

On considère l'isomorphisme de Fq-espaces vectoriels de Fnq dans Am donné par :

∀c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ Fnq , Θ(c) = (t(c0, . . . , c`−1),t (c`, . . . , c2`−1), . . . ,t (c(m−1)`, . . . , cm`−1)).
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On étend la permutation circulaire T à Am :

∀v = (tv0,
t v1, . . . ,

t vm−1) ∈ Am, T (v) = (tvm−1,
t v0, . . . ,

t vm−2).

Grâce à cette formalisation, si C est un code de longueur n = m` sur Fq,

C est un code `-quasi-cyclique sur Fq ⇐⇒ Θ(C) est un code cyclique sur A.

Comme Θ(C) est composé de mots de vecteurs, le formalisme matriciel est une interpré-
tation naturelle. Dans cette partie, nous ferons agir des polynômes à coe�cients matriciels
sur les éléments de Am. Cette action permettra de construire de nouvelles familles de codes
quasi-cycliques annulés par des polynômes.

Dans la suite, par abus de langage, on notera toujours C le code Θ(C).

6.1 Suites récurrentes linéaires à coe�cients matriciels

On note S(A) = AN l'ensemble des suites d'éléments de A.

Soit v = (vn)n≥0 un élément de S(A). On dé�nit la séquence translatée T (v) par
T (v) = (vn+1)n≥0.

Soit A une matrice carrée de taille ` sur Fq. On dé�nit la multiplication externe :

M`(Fq) × S(A) −→ S(A)
(A , (vn)n≥0) 7−→ (Avn)n≥0

On peut ainsi dé�nir l'action des polynômes à coe�cients matriciels M`(Fq)[X] sur les
suites de A de la façon suivante :

M`(Fq)[X] × S(A) −→ S(A)
(P (X) , (vn)n≥0) 7−→ P (X)v = P (T )v

Exemple 24 Soient ` = 1 et q = 2. Considérons M2(F2)[X].

Soit v la suite périodique v = (

(
1
0

)
,

(
1
1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)
, . . .).

Et soit P le polynôme P (X) =

(
1 0
0 1

)
X +

(
1 1
0 1

)
.

Ainsi,
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P (X)v = P (T )v =

(
1 0
0 1

)
Tv +

(
1 1
0 1

)
v

=

(
1 0
0 1

)
(

(
1
1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)
,

(
1
0

)
, . . .)

+

(
1 1
0 1

)
(

(
1
0

)
,

(
1
1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)
, . . .)

= (

(
1 0
0 1

)(
1
1

)
,

(
1 0
0 1

)(
1
0

)
,

(
1 0
0 1

)(
1
1

)
,

(
1 0
0 1

)(
1
0

)
, . . .)

+(

(
1 1
0 1

)(
1
0

)
,

(
1 1
0 1

)(
1
1

)
,

(
1 1
0 1

)(
1
0

)
,

(
1 1
0 1

)(
1
1

)
, . . .)

= (

(
1
1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)
,

(
1
0

)
, . . .)

+(

(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
0

)
,

(
0
1

)
, . . .)

= (

(
0
1

)
,

(
1
1

)
,

(
0
1

)
,

(
1
1

)
, . . .).

Proposition 17 Avec les notations ci-dessus, S(A) muni des opérations usuelles sur les
suites et la multiplication à gauche par un polynôme à coe�cients matriciels est un M`(Fq)[X]-
module à gauche.

Remarque 17 À partir de maintenant, tous les ensembles quotients que nous considérons
sont des quotients à gauche.

Dé�nition 37 Soit v ∈ S(A). On dé�nit l'annulateur de v par :

Ann(v) = {P ∈ (Fq)[X] | Pv = (0)}.

Dé�nition 38 Soit v ∈ S(A). On dit que v est une suite récurrente linéaire (à coe�cients
matriciels) si son annulateur Ann(v) contient un polynôme unitaire.

Remarque 18
• Il a été montré dans [Nec99] et [Nie95] qu'une suite sur A est récurrente linéaire si
et seulement si les suite des composantes scalaires sont récurrentes linéaires. Le calcul de
leurs périodes permet de trouver la période de la suite de vecteurs. Cependant, ici, nous
donnerons une démonstration directe de ce résultat via le calcul de l'exposant d'un polynôme
matriciel.
• L'annulateur d'une suite récurrente linéaire n'est pas forcément un idéal principal (sauf
dans le cas classique ` = 1). Néanmoins nous saurons dire quelque chose dans certains cas.

Dé�nition 39 On dit qu'un polynôme P ∈ M`(Fq)[X] est réversible si son coe�cient de
tête et son terme constant sont des matrices inversibles.
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Exemple 25 Dans M2(F2)[X],

• P (X) =

(
1 0
0 1

)
X +

(
1 1
0 1

)
est réversible.

• Q(X) =

(
1 0
0 0

)
X +

(
1 1
0 1

)
ne l'est pas.

Proposition 18 Soit P ∈ M`(Fq)[X]. On suppose que P est réversible. Alors, il existe
e ∈ N∗ tel que

P divise (Xe − 1).

Preuve :
On peut supposer sans perte de généralité que P est unitaire.

Considérons la séquence (Xn)n∈N. L'ensemble quotient M`(Fq)[X]/〈P 〉 a une structure
particulière. En e�et, on le considère à la fois module et Fq-espace vectoriel. De plus, c'est
un Fq-espace vectoriel de dimension �nie. Ainsi, il existe deux entiers s et t ∈ N∗ tels que
X t = Xs mod P . Par conséquent, P divise X t − Xs. Si on suppose que t > s, alors P
divise Xs(X t−s − 1).

Montrons que :

P divise Xs(X t−s − 1) =⇒ P divise (X t−s − 1).

Supposons que Xs−X t = q(X)P (X) avec P réversible et s < t. Tout d'abord, si s = 0,
il n'y a rien à démontrer. Supposons alors que s ≥ 1. Alors :

Xs(1−X t−s) = q(X)P (X) (6.1)

Ensuite, la division Euclidienne de (1−X t−s) par P (X), qui est possible puisque P est
unitaire, est :

(1−X t−s) = b(X)P (X) + r(X) avec deg(r) < deg(P ).

D'où

Xs(1−X t−s) = Xsb(X)P (X) +Xsr(X) (6.2)

En évaluant cette expression en X = 0, on trouve q(0)P (0) = 0. Et puisque P (0) est
inversible, q(0) = 0.

Par conséquent, q(X) = Xq′(X). Comme s ≥ 1, on a :

X([Xs−1b(X)− q′(X)]P (X) +Xs−1r(X)) = 0.
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D'où l'égalité :
[Xs−1b(X)− q′(X)]P (X) +Xs−1r(X) = 0.

Si s = 1, alors le résultat est démontré : (1−X t−s) = q′(X)P (X).
Sinon, on réitère le raisonnement jusqu'à ce que q(X) = Xsh(X). Ainsi, en mettant Xs en
facteur, on obtient :

[b(X)− h(X)]P (X) + r(X) = 0.

Si b(X) 6= h(X), alors on peut voir que deg([b(X)− h(X)]P (X)) ≥ deg(P ) puisque P
est unitaire (ainsi le terme de tête ne peut être annulé). Or deg(r) < deg(P ), ce qui est
impossible.

Par conséquent, b(X) = h(X) et r(X) = 0. Ainsi, on a :

P divise (Xe − 1).

�

Dé�nition 40 L'exposant d'un polynôme matriciel réversible P est le plus petit entier
non nul e tel que

P divise à droite Xe − 1.

Remarque 19 Remarquons que dans ce cas, P divise aussi à gauche Xe − 1.

Dé�nition 41 Soit P ∈M`(Fq)[X]. On dé�nit le socle de P comme étant l'ensemble

Ω(P ) := {u ∈ S(A) |Pu = 0}.

Proposition 19 Soit P ∈M`(Fq)[X] un polynôme réversible, alors on a :
• Il existe un entier m ∈ N tel que chaque élément de Ω(P ) est périodique de période m.
• L'ensemble C (P ) = {(u0, . . . , um−1) ∈ Am | u ∈ Ω(P )} est un code cyclique.
• dimFq Ω(P ) = ` deg(P ).

Preuve :
Pour le premier point, il su�t de prendre m égal à l'exposant de P .
On véri�e facilement le deuxième et le troisième se montre en exhibant une base. �

Remarque 20
• L'ensemble Ω(P ) est en fait un code `-quasi-cyclique de longueur m` sur Fq.
• Le calcul de la période d'une suite récurrente linéaire à coe�cients matriciels peut être
obtenu, comme dans [Nie95], grâce au calcul du polynôme déterminant de la matrice com-
pagnon de la suite récurrente linéaire.
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On sait, dans le cas scalaire, qu'une suite est récurrente linéaire si et seulement si sa
série génératrice est une fraction rationnelle. On obtient un résultat similaire dans le cas
matriciel :

Proposition 20 Soient u ∈ AN et U(X) ∈ A[[X]] sa série génératrice. Alors

u est une suite récurrente linéaire⇐⇒ U(X) est une fraction rationnelle.

Par fraction rationnelle, on entend :
Il existe R(X) ∈ A[X] et Q(X) ∈M`(Fq)[X] avec deg(R) < deg(Q) et Q(0) inversible tels
que :

Q(X)U(X) = R(X).

Une preuve de ce résultat se trouve dans [Cam04].

6.2 Codes quasi-cycliques

6.2.1 Codes quasi-cycliques comme codes cycliques sur un anneau

Soient n = m` et A = F`q comme précédemment.

On dé�nit de la même façon que pour les suites l'action des polynômes à coe�cients
matriciels sur les vecteurs de Am.

M`(Fq)[X] × Am −→ Am

(P (X) , v = (v0, . . . , vm−1)) 7−→ P (X)v = P (T )v
(6.3)

où T est cette fois le décalage circulaire :

T ((v0, v1, . . . , vm−1)) = (vm−1, v0, . . . , vm−2).

Par souci de clarté, on notera Xm− 1 le polynôme I`Xm− I` où I` est la matrice iden-
tité de taille `. Soient I l'idéal bilatère de M`(Fq)[X] engendré par Xm− 1 et B l'anneau
quotient M`(Fq)[X]/I .

Proposition 21 Avec les opérations usuelles et le produit externe dé�ni en 6.3, le Fq-
espace vectoriel Am est un B-module à gauche.

Dé�nition 42 Soient F ⊂ B et C ⊂ Am.
• L'annulateur de C est l'ensemble

Ann(C) = {P ∈ B | ∀c ∈ C, Pc = 0}.

• Le socle de F est le sous-ensemble de Am donné par

Ω(F ) = {y ∈ Am | ∀P ∈ F, Py = 0}.
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Une question intéressante est de savoir quand les deux égalités sont vraies :

Ann(Ω(F )) = F et Ω(Ann(C)) = C.

Quelques réponses à cette question se trouvent dans [Nech95]. Ici, nous nous intéressons
au cas où le sous-ensemble F est réduit à un seul élément. Dans cette situation, nous avons
de bons résultats. Par exemple, comme dans le cas des suites récurrentes linéaires, on a la
proposition suivante.

Proposition 22 Soient P ∈ B et C un Fq-espace vectoriel de Am. Alors,
• L'ensemble Ω(P ) est un Fq-espace vectoriel de dimension ` deg(P ).
• L'ensemble Ann(C) est un idéal à gauche de B.

La preuve est similaire à celle de la Proposition 19.

Remarque 21
• Un code cyclique C de longueur m sur A peut être vu comme un sous-espace vectoriel
particulier de S(A) :
À c = (c0, . . . , cm−1) ∈ C, on associe u ∈ S(A) tel que :

∀i ∈ N, ui = ci mod m.

• L'idéal Ann(C) n'est pas forcément principal.

Bien que Ann(C) ne soit pas généralement principal, on a le résultat suivant :

Proposition 23 Soit P un polynôme réversible de B. Supposons qu'il existe Q un polynôme
réversible de B tel que Xm − 1 = PQ. Alors, Ann(Ω(P )) est un idéal principal de B et
est exactement l'idéal engendré par P :

Ann(Ω(P )) = 〈P 〉.

Preuve :
La preuve est basée sur le fait que Ann(Ω(P )) ne peut contenir de polynômes de degré
inférieur au degré de P . �
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6.2.2 Matrice génératrice de Ω(P )-codes

Dans cette section, nous ne considérons que des factorisations de Xm − 1 de la forme
Xm − 1 = PQ avec P et Q des polynômes réversibles.

Le premier résultat est analogue à un résultat du cas cyclique. En e�et, dans le cas
cyclique, si Xn− 1 = PQ, cela implique que 〈P 〉 est l'idéal annulé par Q. Cela signi�e que
pour tout R, R ∈ 〈P 〉 ⇐⇒ QR = 0.

Proposition 24 Soient P et Q deux polynômes réversibles de B tels que Xm − 1 = PQ.
Alors,

Ω(P ) = QAm = {Qx | x ∈ Am}.

Preuve :
• Soit y ∈ QAm. Alors, il existe y0 ∈ Am tel que y = Qy0 et ainsi Py = PQy0 = (Xm−1)y0.
D'où y ∈ Ω(P ). Finalement,

QAm ⊆ Ω(P ).

• Considérons l'application :
ΦQ : Am −→ Am

y 7−→ Qy

ΦQ est un morphisme de Fq-espaces vectoriels.

ker(ΦQ) = Ω(Q) et im(ΦQ) = QAm, ainsi

dim(QAm) = `m− dim(Ω(Q))
= `m− ` deg(Q)
= `m− `(m− deg(P ))
= ` deg(P )
= dim(Ω(P )).

Puisque QAm ⊆ Ω(P ) et dim(QAm) = dim(Ω(P )), on en déduit que :

Ω(P ) = QAm.

�

Avec les mêmes notations, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4 Une matrice génératrice de Ω(P ) est

GΩ(P ) =


tq0

tq1
tq2 · · · tqdeg(Q) 0 0 · · · 0

0 tq0
tq1 · · · tqdeg(Q)−1

tqdeg(Q) 0 · · · 0
. . . . . .

 .
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Preuve :
Si Xm − 1 = PQ avec P et Q deux polynômes réversibles, d'après la Proposition 24, on a
Ω(P ) = QAm.

Soient ci,j ∈ Am, i ∈ {0, . . . , deg(P )−1}, j ∈ {0, . . . , `−1} les vecteurs (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
où les '1' sont en position i`+ j.

Ainsi, tous les Qci,j sont des mots de code de Ω(P ). Or Qci,j est le mot de code

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i` zéros

, colj(q0), colj(q1), . . . , colj(qdeg(Q)), 0, . . . , 0)

où colj(A) désigne la jème colonne de la matrice A.

Les mots de code Qc0,0, . . . , Qc0,`−1 sont linéairement indépendants puisque q0 est in-
versible. Ainsi, tous les Qci,j sont linéairement indépendants.

Finalement, puisque dim(Ω(P )) = ` deg(P ), Ω(P ) est engendré par tous ces Qci,j. �

6.2.3 Construction de Ω(P )-codes généraux

La partie la plus di�cile dans la construction de tels codes est la factorisation de Xm−1
en polynômes à coe�cients matriciels. Pour la construction de codes généraux, nous n'avons
de méthode plus e�caces que des méthodes naïves pour e�ectuer la factorisation.

Avec longueur prescrite

Dans ce cas, on utilise la méthode la plus naïve pour factoriser Xm − 1, la recherche
exhaustive.

Ici, on souhaite prescrire la longueur, on donne ainsi en paramètres de l'algorithme `
et m (puisque n = `m). Le paramètre degmax permet de borner la recherche exhaustive :
on ne cherche que des facteurs de Xm − 1 de degré inférieur à degmax. Rappelons qu'on
Ω(P )-code a pour dimension ` deg(P ).
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Entrées :
`,m, degmax.

Algorithme :
listpoly ←− [ ];
Pour d allant de 1 à degmax

Pour P ∈M`(Fq)[X] unitaire de degré d
Si P divise Xm − 1 alors

Ajouter P dans listpoly ;
Fin Pour

Fin Pour

Sortie :
listpoly.

Fig. 6.1 � Algorithme de construction de Ω(P )-codes avec longueur prescrite.

Pour un degré d donné, il y a qd`
2
polynômes unitaires de degré d. Il est donc facile de

comprendre que cette méthode atteint vite ses limites quand n = m` grandit.

Avec dimension prescrite

Ici, on souhaite prescrire la dimension du code, on donne ainsi en paramètres ` et le
degré deg des polynômes P que nous considérons. En e�et, la dimension d'un tel code est
k = ` deg(P ).

Pour déterminer la longueur de tels codes, on calcule l'exposant m du polynôme P que
l'on considère. Rappelons que si m est l'exposant de P , alors P divise Xm − 1. On peut
ainsi construire un code de longueur `m.

Le paramètre nb détermine le nombre de polynômes P (et donc le nombre de codes)
que l'on tire.
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Entrées :
`, deg, nb.

Algorithme :
list←− [ ];
Pour i allant de 1 à nb

Choisir au hasard un polynôme réversible P ∈M`(Fq)[X] de degré deg ;
Calculer m l'exposant de P ;
Ajouter [P,m] à la liste ;

Fin Pour ;
Sortie :

list.

Fig. 6.2 � Algorithme de construction de Ω(P )-codes avec dimension prescrite

À la �n de cet algorithme, chaque élément [P,m] de list correspond à un code `-quasi-
cyclique de longueur n = m` et de dimension k = deg ` annulé par P .

Avec cette méthode, on trouve un code à chaque étape. Cependant, on ne peut pas
contrôler la longueur du code. De plus, dans la plupart des cas, l'exposant d'un polynôme
pris au hasard est très grand ; ce qui donne un code de très grande longueur avec une
dimension petite.

Exemple 26 Soient q = 4 et ` = 2. Soit F4 = F2[ω] où ω2 + ω + 1 = 0.
• Soit
P (X) =

(
1 0
0 1

)
X5+

(
ω ω2

0 ω2

)
X4+

(
0 ω
0 ω2

)
X3+

(
ω2 0
1 ω2

)
X2+

(
ω2 ω2

ω 1

)
X+

(
1 1
1 0

)
.

L'exposant de P vaut m = 255. Ainsi P divise X255 − 1 et on obtient un code 2-quasi-
cyclique de paramètres [510, 10, 204].

• Soit
Q(X) =

(
1 0
0 1

)
X5 +

(
ω2 0
1 ω

)
X4 +

(
0 1
0 1

)
X3 +

(
1 ω
1 0

)
X2 +

(
ω2 1
1 0

)
X +

(
ω ω
0 1

)
.

L'exposant de Q vaut m = 1020. Ainsi P divise X1020 − 1 et on obtient un code 2-quasi-
cyclique de paramètres [2040, 10, 1020].

6.3 Construction de Ω(P )-codes auto-duaux

Dans cette section, nous construisons des codes auto-duaux pour les produits scalaires
Euclidiens et Hermitiens.
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Dé�nition 43 Soit 〈 , 〉 un produit scalaire sur Fnq (ici Euclidien ou Hermitien). Soit C
un code sur Fq de longueur n.
• Le code dual C⊥ de C est dé�ni par

C⊥ := {d ∈ Fnq | Pour tout c ∈ C, 〈c, d〉 = 0}.

• Le code C est dit auto-dual s'il est égal à son code dual C⊥.

C = C⊥.

6.3.1 Construction de Ω(P )-codes auto-duaux Euclidiens

Dé�nition 44 Soient R un anneau commutatif et n ∈ N∗ un entier naturel. Le produit
scalaire Euclidien dans Rn est dé�ni par :

pour tout a = (a1, . . . , an) et b = (b1, . . . , bn) dans Rn,

〈a, b〉e =
n∑
i=1

aibi.

On note C⊥e le code dual de C pour la produit scalaire Euclidien.

Théorème 5 Si P et Q sont deux polynômes réversibles de M`(Fq)[X] tels que Xm− 1 =
PQ, alors

Ω(P )⊥e = Ω(tQ∗).

Preuve :
(du Théorème 5)

Pour démontrer ce théorème, nous avons tout d'abord besoin de ces deux résultats.

Lemme 1 Soit d ∈ Am. Alors

d ∈ Ω(P )⊥e ⇐⇒ Pour tout y ∈ Am,
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

`−1∑
a=0

`−1∑
b=0

qja,byi+j,bdi,a = 0.

Preuve :
(du Lemme 1)

Par souci de clarté dans cette démonstration, on note 〈 ; 〉Am (resp. 〈 ; 〉A) le produit
scalaire Euclidien entre deux éléments de Am (resp. A) et ∗ le produit entre un polynôme
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de M`(Fq)[X] et un vecteur de Am.

d ∈ Ω(P )⊥e ⇐⇒ Pour tout c ∈ Ω(P ), 〈c; d〉Am = 0

⇐⇒ Pour tout y ∈ Am, 〈Q ∗ y; d〉Am = 0

⇐⇒ Pour tout y ∈ Am,

m−1∑
i=0

〈(Q ∗ y)i; di〉A = 0

⇐⇒ Pour tout y ∈ Am,

m−1∑
i=0

〈
m−1∑
j=0

qj.yi+j; di〉A = 0

⇐⇒ Pour tout y ∈ Am,
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

〈qj.yi+j; di〉A = 0

⇐⇒ Pour tout y ∈ Am,
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

〈(
`−1∑
b=0

qja,b.yi+j,b)a=0,...,`−1; (di,a)a=0,...,`−1〉A = 0

⇐⇒ Pour tout y ∈ Am,
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

`−1∑
a=0

`−1∑
b=0

qja,byi+j,bdi,a = 0

�

Lemme 2 Soit d ∈ Am. Alors

d ∈ Ω(tQ∗)⇔ Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jdi+k,a = 0.

Preuve :
(du Lemme 2)

Soient R ∈M`(Fq)[X] et d ∈ Am.
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R ∗ d =
m−1∑
i=0

riX
i ∗ d

=
m−1∑
i=0

riX
i ∗ (d0, . . . , dm−1)

= (
m−1∑
i=0

ridi+k)k=0,...,m−1

= (
m−1∑
i=0

(
`−1∑
a=0

rij,adi+k,a)j=0,...,m−1)k=0,...,m−1

Ainsi R ∗ d = 0 ⇔ Pour tout j, k = 0, . . . ,m− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

rij,adi+k,a = 0

Calculons tQ∗ ∗ d. On a

Q(X) =
m−1∑
i=0

qiX
i, qi = (qij,a)j=0,...,m−1;a=0,...,m−1

tQ(X) =
m−1∑
i=0

tqiX
i, avec tqi = (qia,j)j=0,...,m−1;a=0,...,m−1

tQ∗(X) =
m−1∑
i=0

tqdeg(Q)−iX
i, avec tqdeg(Q)−i = (q

deg(Q)−i
a,j )j=0,...,m−1;a=0,...,m−1

d'où,

tQ∗ ∗ d ⇔ Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q
deg(Q)−i
a,j di+k,a = 0

⇔ Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jdi+deg(Q)+k,a = 0

⇔ Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jdi+k,a = 0
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�

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le Théorème 5

Montrons tout d'abord que Ω(P )⊥e ⊂ Ω(tQ∗).

Soit d ∈ Ω(P )⊥e , Ω(P )⊥e étant `-quasi-cyclique,

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, Xk.d ∈ Ω(P )⊥e .

Ainsi, d'après le Lemme 1,

Pour tout y ∈ Am, ∀k = 0, . . . ,m− 1,
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

`−1∑
a=0

`−1∑
b=0

qja,byi+j,bdi+k,a = 0. (6.4)

Soit j ∈ {0, . . . ,m− 1}. Pour y = (ej; 0; . . . ; 0), (ej : jème vecteur de la base canonique
de A = F`q).

On a

yi+j,b = δjb si i+ j = 0 mod m et 0 sinon

Ainsi, pour ce y, l'équation 6.4 nous donne

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jdi+k,a = 0

Mais ceci est vrai pour un j arbitraire, ainsi

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, et j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jdi+k,a = 0

D'où, d'après le Lemme 2, d ∈ Ω(tQ∗). Ainsi

Ω(P )⊥e ⊂ Ω(tQ∗).

Donc

dim(Ω(P )⊥e) = `m− dim(Ω(P ))
= `m− ` deg(P ) via la Proposition 19
= `(m− deg(P ))
= ` deg(Q)

et
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dim(Ω(tQ∗)) = ` deg(tQ∗) via la Proposition 19
= ` deg(Q) car Q est réversible
= dim(Ω(P )⊥e)

D'où l'égalité.

�

Grâce à ce théorème, il va nous être relativement facile de déterminer les Ω(P )-codes
auto-duaux Euclidiens.

Dorénavant, m doit être pair : m = 2m′. Ainsi, a�n de trouver des codes auto-duaux
Euclidiens, il faut trouver des polynômes à coe�cients matriciels P de degré m′ tels que

Xm − 1 = P tP ∗

.

• Première méthode :

Mettons en variables les coe�cients des matrices-coe�cients du polynôme P . Il y en
a `2m′. L'équation polynomiale Xm − 1 = P tP ∗ donne `2m équations scalaires de degré
2. Nous avons donc à résoudre un système de `2m équations de degré 2 à `2m′ inconnues.
Nous utilisons donc les outils classiques de calcul de bases de Groebner.

• Deuxième méthode :

Imposons de plus que P = tP ∗. Par la même technique, on se retrouve à devoir résoudre
un système de `2m équations de degré 2 à `2m′/2 inconnues. Le nombre d'inconnues a été
divisé par 2.

Finalement, cette contrainte (P = tP ∗) n'est pas gênante, puisque nous avons remar-
qué expérimentalement que les bons codes (ceux avec une grande distance minimale) se
trouvent dans cette famille.

Pour construire la table suivante, nous avons utilisé la seconde méthode. De plus, les
bons codes que nous avons trouvé étaient tous dans F4.
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Longueur Meilleure borne Meilleure distance Nombre de Remarques
n connue minimale trouvée codes
8 4 4 2 Remarque 22
12 6 4 2
16 6 6 3
20 8 7 2
24 8-10 8 9
28 9-11 9 2 Remarque 23
32 10-12 10 8
36 10-14 10 22
40 12-16 12 8

Fig. 6.3 � Table des Ω(P )-codes auto-duaux Euclidiens sur F4 obtenus par notre méthode.

Dans la plupart des cas (distances minimales en gras), la meilleure borne connue est
atteinte par au moins un de ces codes (sauf pour n = 12 et 20). Cependant, ceci n'est pas
surprenant puisque la famille des codes quasi-cyliques est connue pour contenir de bons
codes [GZ06].

Remarque 22 Un de ces [8, 4, 4]-code a un polynôme annulateur binaire :

P (X) =

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
1 1
1 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

Ainsi, une matrice génératrice est :

GΩ(P ) =


1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1 0 1

 .

Remarque 23 Dans [BU09], D. Boucher et F. Ulmer ont trouvé 4 codes auto-duaux Eu-
clidiens sur F4 de paramètres [28, 14, 9]. Ces codes ont été construits à partir d'anneaux de
polynômes tordus. Les 2 codes que nous avons trouvés ici sont conjugués mais non équiv-
alents (à permutations près) aux leurs. Ils ne sont pas non plus équivalents au code résidu
quadratique étendu.

Soit F4 = F2[ω] où ω2 + ω + 1 = 0. Nos codes sont respectivement annulés par :

P1(X) =

(
1 0
0 1

)
X7 +

(
ω ω2

1 ω

)
X6 +

(
1 ω2

1 1

)
X5 +

(
0 1
1 0

)
X4

+

(
0 1
1 0

)
X3 +

(
1 1
ω2 1

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.
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et

P2(X) =

(
1 0
0 1

)
X7 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X6 +

(
1 ω
1 1

)
X5 +

(
0 1
1 0

)
X4

+

(
0 1
1 0

)
X3 +

(
1 1
ω 1

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

La liste complète des codes se trouvent en Annexe.

6.3.2 Construction de Ω(P )-codes auto-duaux Hermitiens

Dans cette section, on ne considère que des codes sur le corps F4. On note θ l'application
de Froebenius sur F4 : θ(x) = x2.

Dé�nition 45 Soient R un anneau commutatif, n ∈ N∗ un entier naturel et θ un auto-
morphisme de R d'ordre 2. Le produit scalaire Hermitien dans Rn est dé�ni par :

pour tout a = (a1, . . . , an) et b = (b1, . . . , bn) dans Rn,

〈a, b〉h =
n∑
i=1

aiθ(bi).

Si R = F4, θ(x) = x2 et 〈a, b〉h =
n∑
i=1

aib
2
i .

Nous avons un résultat similaire à celui du cas Euclidien :

Théorème 6 Si P et Q sont deux polynômes réversibles de M`(Fq)[X] tels que Xm− 1 =
PQ, alors

Ω(P )⊥h = Ω(θ(tQ∗)).

Preuve :
(du Théorème 6)

Pour démontrer ce théorème, nous avons tout d'abord besoin de ces deux résultats.

Lemme 3 Soit d ∈ Am. Alors

d ∈ Ω(P )⊥h ⇐⇒ Pour tout y ∈ Am,

m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

`−1∑
a=0

`−1∑
b=0

qja,byi+j,bθ(di,a) = 0.
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Preuve :
(du Lemme 3)
La preuve de ce lemme est la même que celle du Lemme 1. Le θ provient du produit scalaire
Hermitien. �

Lemme 4 Soit d ∈ Am. Alors

d ∈ Ω(θ(tQ∗))⇔ Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

θ(q−ia,j)di+k,a = 0.

Preuve :
(du Lemme 4)

Dans le Lemme 2, nous avons

tQ∗(X) =
m−1∑
i=0

tqdeg(Q)−iX
i, avec tqdeg(Q)−i = (q

deg(Q)−i
a,j )j=0,...,`−1;a=0,...,m−1.

Ainsi

θ(tQ∗)(X) =
m−1∑
i=0

θ(tqdeg(Q)−i)X
i, avec θ(tqdeg(Q)−i) = (θ(q

deg(Q)−i
a,j ))j=0,...,`−1;a=0,...,m−1.

D'où le résultat. �

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le Théorème 5

Montrons tout d'abord que Ω(P )⊥h ⊂ Ω(θ(tQ∗)).

Soit d ∈ Ω(P )⊥h , Ω(P )⊥h étant `-quasi-cyclique,

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, Xk.d ∈ Ω(f)⊥h .

Ainsi, d'après le Lemme 3,

Pour tout y ∈ Am, ∀k = 0, . . . ,m− 1,
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

`−1∑
a=0

`−1∑
b=0

qja,byi+j,bθ(di+k,a) = 0. (6.5)

Soit j ∈ {0, . . . ,m− 1}. Pour y = (ej; 0; . . . ; 0), (ej : jème vecteur de la base canonique
de A = F`q).

On a
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yi+j,b = δjb si i+ j = 0 mod m et 0 sinon

Ainsi, pour ce y, l'équation 6.5 nous donne

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jθ(di+k,a) = 0

Mais ceci est vrai pour un j arbitraire, ainsi

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, et j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jθ(di+k,a) = 0

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, et j = 0, . . . , `− 1, θ(
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

q−ia,jθ(di+k,a)) = 0

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, et j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

θ(q−ia,j)θ
2(di+k,a) = 0

Pour tout k = 0, . . . ,m− 1, et j = 0, . . . , `− 1,
m−1∑
i=0

`−1∑
a=0

θ(q−ia,j)di+k,a = 0 car θ2 = Id.

D'où, d'après le Lemme 4, d ∈ Ω(θ(tQ∗)). Ainsi

Ω(P )⊥h ⊂ Ω(θ(tQ∗)).

Donc

dim(Ω(P )⊥h) = `m− dim(Ω(P ))
= `m− ` deg(P ) via la Proposition 19
= `(m− deg(P ))
= ` deg(Q)

et

dim(Ω(θ(tQ∗))) = ` deg(θ(tQ∗)) via la Proposition 19
= ` deg(Q) car Q est réversible
= dim(Ω(P )⊥h)

D'où l'égalité.
�

Comme dans le cas Euclidien, m doit être pair : m = 2m′. Et ici, a�n de trouver des
codes auto-duaux Hermitiens, il faut trouver des polynômes à coe�cients matriciels P de
degré m′ tels que

Xm − 1 = Pθ(tP ∗).
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6.3 Construction de Ω(P )-codes auto-duaux

Utilisons la même méthode que dans le cas Euclidien. Mettons en variables les coef-
�cients des matrices-coe�cients du polynôme P . Il y en a `2m′. L'équation polynomiale
Xm − 1 = Pθ(tP ∗) donne `2m équations scalaires de degré 3. Dans le cas Euclidien, les
équations obtenues étaient de degré 2, elles sont ici de degré 3 à cause du l'automor-
phisme θ(x) = x2. Nous avons donc à résoudre un système de `2m équations de degré 3 à
`2m′ inconnues. Nous utilisons toujours les outils classiques de calcul de bases de Groebner.

Remarque 24 Cependant, l'astuce du cas Euclidien (P = tP ∗), qui donnerait ici P =
θ(tP ∗), n'est pas utilisable. En e�et cette contrainte est trop forte et trop peu de codes se
trouvent dans cette sous-famille.

Nous ne pouvons donc pas réduire le nombre de variables de moitié. C'est pour cela que
nous ne pouvons atteindre de longueurs de codes aussi grandes que dans le cas Euclidien.

Longueur Meilleure borne Meilleure distance Nombre de
n connue minimale trouvée codes
8 4 4 1
12 4 4 1
16 6 6 1
20 8 8 1
24 8 8 7
28 10 10 2

Fig. 6.4 � Table des Ω(P )-codes auto-duaux Hermitiens sur F4 obtenus par notre méthode.

Pour le cas Hermitien aussi, la meilleure borne connue est atteinte par au moins un de
nos codes. Cependant, très peu de codes sont trouvés par cette technique.

La liste complète des codes se trouvent en Annexe.
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Chapitre 7

Équivalence des codes quasi-cycliques

Dans cette partie, nous abordons les codes d'un point de vue structurel. En e�et, nous
nous intéressons à l'équivalence par permutations de codes. D'où la dé�nition :

Dé�nition 46 Soient C un code linéaire en bloc de longueur n et σ ∈ Sn une permutation,
on dé�nit le code σ(C) par

σ(C) = {σ(c) = (cσ−1(1), . . . , cσ−1(n)) | c = (c1, . . . , cn) ∈ C}.

Ainsi, on dit que deux codes C et D de longueur n sont équivalents par permutation s'il
existe une permutation σ ∈ Sn telle que

D = σ(C).

Plus précisément, nous nous intéressons à l'équivalence par permutations de codes d'une
même famille. Tout d'abord nous rappellerons les travaux e�ectués sur l'équivalence des
codes cycliques (on parlera de permutations conservant la cyclicité). Ensuite nous dé-
taillerons notre apport sur l'équivalence des codes quasi-cycliques (on parlera ici de per-
mutations conservant la quasi-cyclicité).

7.1 Équivalence des codes cycliques

Dé�nition 47 On dit que σ ∈ Sn est une permutation conservant la cyclicité si pour tout
code cyclique C de longueur n,

σ(C) est un code cyclique.

Ou encore, si pour tout code C de longueur n, si on note T le décalage circulaire,

(T ∈ Aut(C)) =⇒ (T ∈ Aut(σ(C))).

123



Chapitre 7. Équivalence des codes quasi-cycliques

Un sous-groupe des permutations de longueur n, le sous-groupe des multiplicateurs,
joue un rôle central dans cette théorie.

Dé�nition 48 Soient n et a deux entiers premiers entre-eux. On dé�nit le multiplicateur
par a dans Sn par

Ma : Z/nZ −→ Z/nZ
i 7−→ ai

Il est évident que les multiplicateurs sont des permutations conservant la cyclicité, et
dans certains cas, ils sont les seuls.

Tout d'abord, B. Alspach et T.D. Parsons montrent en 1979 dans [Als79] le résultat
suivant dans le cas où la longueur est le produit de deux nombres premiers distincts.

Théorème 7 Soient C et D deux codes cycliques de longueur n. Si de plus

n = pr, p > r sont premiers
et le p-sous-groupe de Sylow du groupe d'automorphismes de C est d'ordre p,

alors, C et D sont équivalents par permutations si et seulement si C et D sont équivalents
par un multiplicateur.

Ensuite, en 1987, P.P. Pálfy montre dans [Pal87] le résultat suivant.

Théorème 8 Soient C et D deux codes cycliques de longueur n. Si de plus

pgcd(n, φ(n)) = 1 ou n = 4,

alors, C et D sont équivalents par permutations si et seulement si C et D sont équivalents
par un multiplicateur.

Dans [HJP93], W.C. Hu�man, V. Job et V. Pless regroupent ces résultats existants et
tentent une généralisation à des longueurs puissances d'un nombre premier.

Se basant sur les travaux de N. Brand [Bra91], ils prouvent le résultat suivant dans le
cas n = p2.

Théorème 9 Soient C et D deux codes cycliques de longueur n = p2 avec p un premier
impair. Si C et D sont équivalents par permutations, alors ils sont équivalents par

� un multiplicateur
ou

� un multiplicateur généralisé fois un multiplicateur.

Avec la dé�nition de multiplicateur généralisé :
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7.2 Équivalence des codes quasi-cycliques

Dé�nition 49 Soient n = p2 et d ∈ (Z/pZ)∗. On dé�nit le multiplicateur généralisé
µd ∈ Sp2 par

µd : Z/p2Z −→ Z/p2Z
k = i+ pj 7−→ µd(k) = ((id) mod p) + pj

où 0 ≤ i, j < p.

Finalement, ils donnent des propriétés sur les multiplicateurs généralisés dans le cas
n = pr sans donner de résultats similaires sur l'équivalence des codes. Remarquons que
cette étude demande de s'y intéresser au cas par cas, et la plupart des démonstrations
reposent sur des résultats de théorie des groupes. Il est donc compréhensible que des ré-
sultats ont été trouvés seulement dans des cas simples.

Notons aussi que les multiplicateurs (simples ou généralisés) jouent un rôle important
dans cette étude et que dans les démonstrations apparaît souvent le sous-groupe NSn(〈T 〉),
le normalisateur de T dans Sn.

Dans le but de généraliser ces résultats, nous déterminons dans ce chapitre NSn(〈τ〉) le
normalisateur de τ dans Sn où τ est le quasi-shift.

7.2 Équivalence des codes quasi-cycliques

Dans cette section, nous utilisons la même représentation que pour la construction de
Ω(P )-codes. On note toujours T le décalage circulaire.

Dé�nition 50 Un code C de longueur n = m` est dit `-quasi-cyclique si :

Pour tout c ∈ C, T `(c) ∈ C.

En d'autres mots, C est laissé stable par la permutation sur les colonnes T `.

Dé�nition 51 On dira que σ ∈ Sn est une permutation conservant la `-quasi-cyclicité si
pour tout code quasi-cyclique C de longueur n et d'indice `,

σ(C) est un code quasi-cyclique d'indice `.

Ou encore, si pour tout code C de longueur n, si on note τ = T ` le décalage circulaire de
` positions (quasi-shift),

(τ ∈ Aut(C)) =⇒ (τ ∈ Aut(σ(C))).

125



Chapitre 7. Équivalence des codes quasi-cycliques

Dans la suite, on ne considérera que des codes quasi-cycliques d'indice ` et on notera
τ = T ` le décalage circulaire de ` positions.

Le but de cette partie est de déterminer le Normalisateur de 〈τ〉 dans Sn.

NSn(〈τ〉) = {ϕ ∈ Sn | 〈τ〉 ◦ ϕ = ϕ ◦ 〈τ〉}
= {ϕ ∈ Sn | ∃r, τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r}.

Notations 2 Chaque élément i de {0, . . . , n− 1} s'écrit de manière unique sous la forme

i = a`+ b avec a ∈ {0, . . . ,m− 1} et b ∈ {0, . . . , `− 1}.

D'où l'isomorphisme

Z/nZ ∼−→ (Z/mZ)× (Z/`Z)
a`+ b 7−→ (a, b)

Dorénavant nous noterons (a, b) la valeur a`+ b.

Ainsi, tout permutation ϕ ∈ Sn peut être notée ϕ = (θ, λ) où

ϕ(a, b) = (θ(a, b), λ(a, b))

(ϕ(a`+ b) = θ(a, b)`+ λ(a, b)).

7.3 Calcul du normalisateur NSn(〈τ〉).
Proposition 25 Soit ϕ ∈ Sn. Alors

(∃r, τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r)⇐⇒ ∃r, ∀a, b,
{
θ(a+ r, b) = θ(a, b) + 1
λ(a+ r, b) = λ(a, b).

Preuve :
• Supposons qu'il existe r tel que τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r. Ainsi, pour tout a, b,

τ ◦ ϕ(a, b) = ϕ ◦ τ r(a, b)
τ(θ(a, b), λ(a, b) = ϕ(a+ r, b)

(θ(a, b) + 1, λ(a, b))) = (θ(a+ r, b), λ(a+ r, b))

D'où, pour tout a, b, {
θ(a+ r, b) = θ(a, b) + 1
λ(a+ r, b) = λ(a, b).
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7.3 Calcul du normalisateur NSn
(〈τ〉).

• Supposons maintenant que ϕ ∈ Sn soit telle que pour tout a, b,{
θ(a+ r, b) = θ(a, b) + 1
λ(a+ r, b) = λ(a, b).

Soient a ∈ {0, . . . ,m− 1} et b ∈ {0, . . . , `− 1}. Alors

ϕ ◦ τ r(a, b) = ϕ(a+ r, b)
= (θ(a+ r, b), λ(a+ r, b))
= (θ(a, b) + 1, λ(a, b))
= τ(θ(a, b), λ(a, b))
= τ ◦ ϕ(a, b).

D'où l'égalité. �

Proposition 26 Si ϕ ∈ Sn est telle qu'il existe r, τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r, alors

ϕ conserve la `-quasi-cyclicité.

Preuve :
Soient ϕ ∈ Sn et r tels que τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r.
Soit C un code de longueur n tel que τ ∈ Aut(C).

Montrons que τ ∈ Aut(ϕ(C)), c'est-à-dire que pour tout d ∈ ϕ(C), τ(d) ∈ ϕ(C).

Soit d ∈ ϕ(C). Alors il existe c ∈ C tel que d = ϕ(c).

Ainsi, τ(d) = τ ◦ ϕ(c). Or par hypothèse, τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r, alors τ(d) = ϕ ◦ τ r(c).

Mais τ ∈ Aut(C), donc τ r(c) est un élément de C et donc τ(d) = ϕ ◦ τ r(c) est un
élément de ϕ(C). �

Une question que l'on peut se poser est la suivante : Est-ce qu'il y a équivalence dans
l'énoncé de la Proposition ?
Dans le cas cyclique, il n'y a pas équivalence, et déterminer les éléments n'appartenant pas
au normalisateur NSn(〈τ〉) est très di�cile. Cependant, dans [HJP93], W. C. Hu�man, V.
Job et V. Pless les déterminent dans des cas particuliers (pgcd(n, ϕ(n)) = 1, n = 4, n = p,
n = p2, n = pr).

Ici nous ne nous intéressons qu'au calcul du normalisateur NSn(〈τ〉).

Proposition 27 Si ϕ ∈ Sn est telle qu'il existe r, τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r, alors
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Chapitre 7. Équivalence des codes quasi-cycliques

ce r est unique (modulo m)
et pgcd(r,m) = 1.

Preuve :
• Soient r, s tels que τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r et τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ s. Alors

ϕ ◦ τ r = ϕ ◦ τ s
⇒ ϕ = ϕ ◦ τ s−r
⇒ Id = τ s−r

⇒ s = r mod m car τ est d'ordre m.

• Supposons que pgcd(r,m) = t 6= 1. On a

τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r
⇒ τ 2 ◦ ϕ = τ ◦ (τ ◦ ϕ) = (τ ◦ ϕ) ◦ τ r = ϕ ◦ τ r ◦ τ r = ϕ ◦ τ 2r

...
⇒ τm/t ◦ ϕ = ϕ ◦ τ rm/t = ϕ ◦ τ ppcm(r,m)

⇒ τm/t ◦ ϕ = ϕ car m divise ppcm(r,m)
⇒ τm/t = Id
⇒ m/t = 0 mod m.

Or ceci est impossible car t 6= 1. Et ainsi

pgcd(r,m) = 1.

�

On a ainsi la Dé�nition/Proposition suivante :

Proposition 28

o : NSn(〈τ〉) −→ (Z/mZ)∗

ϕ 7−→ o(ϕ) = r où τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r

est un morphisme de groupes.

Preuve :
D'après la Proposition 27, o(ϕ) est bien dé�ni puisque qu'il est unique et appartient bien
à (Z/mZ)∗.

Soient ϕ1, ϕ2 ∈ NSn(〈τ〉) tels que o(ϕ1) = r1 et o(ϕ2) = r2.

τ ◦ ϕ1 ◦ ϕ2 = ϕ1 ◦ τ r1 ◦ ϕ2

= ϕ1 ◦ τ r1−1 ◦ ϕ2 ◦ τ r2
...

= ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ τ r2r1 mod m.
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7.4 Cas où r = 1

Et ainsi o(ϕ1 ◦ ϕ2) = r1r2 = o(ϕ1)o(ϕ2).

De plus, o(Id) = 1.

Donc o est bien un morphisme de groupes. �

Considérons maintenant les di�érents cas pour r.

7.4 Cas où r = 1

Dans ce cas, cela revient à considérer ker(o) = {ϕ ∈ Sn | τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ}.

Dans la suite, par souci de clarté, nous noterons F`,m = F (Z/`Z,Z/mZ) l'ensemble
des fonction de Z/`Z dans Z/mZ.

Dé�nition 52 Soient A et B deux ensembles �nis. Soient SA et SB les deux groupes de
permutations respectifs de A et B. On considère le produit cartésien C = A×B.
Le produit en couronne SB oSB est le groupe de permutations sur C dé�ni par : χ ∈ SAoSB

si et seulement si il existe une permutation β ∈ SB et #B permutations αu ∈ SA indexées
par les éléments u ∈ B telles que

pour tout (a, b) ∈ C, χ((a, b)) = (αb(a), β(b)).

Théorème 10 Soit ϕ ∈ Sn. Alors

ϕ ∈ ker(o)⇐⇒
{

Il existe λ′ ∈ S` et θ′ ∈ F`,m telles que
pour tout a, b, ϕ(a, b) = (θ′(b) + a, λ′(b)).

Preuve :
D'après la Proposition 25,

ϕ ∈ ker(o) ⇐⇒ ∀a, b,
{
θ(a+ 1, b) = θ(a, b) + 1
λ(a+ 1, b) = λ(a, b)

⇐⇒ ∀a, b,
{
θ(a, b) = θ(0, b) + a = θ′(b) + a
λ(a, b) = λ′(b)

⇐⇒ ∀a, b, ϕ(a, b) = (θ′(b) + a, λ′(b)).

Remarquons que θ′ et λ′ ne dépendent que de b.
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Chapitre 7. Équivalence des codes quasi-cycliques

Tout d'abord, puisque ϕ est bijective, λ′ l'est aussi.

Ensuite, montrons qu'une telle permutation ϕ reste bijective même si θ′ est quelconque.
Soient c ∈ Z/mZ et d ∈ Z/`Z. On cherche a et b tels que ϕ(a, b) = (c, d).

On pose b = λ′−1(d) (λ′ est bijective).

On pose a = c− θ′(b).

Et on a bien que

ϕ(a, b) = ϕ(c− θ′(λ′−1(d)), λ′−1(d))
= (θ′(λ′−1(d)) + c− θ′(λ′−1(d)), λ′(λ′−1(d)))
= (c, d).

On n'a donc aucune condition sur θ′. �

Corollaire 5 Si ϕ ∈ ker(o), alors

ϕ ∈ Sm oS`.

Exemple 27
• Le décalage circulaire de i` positions : ϕ = τ i.

ϕ(a, b) = (a+ i, b).{
θ′(b) = i
λ′(b) = b.

• Le décalage circulaire de i positions : ϕ = T i.{
θ′(b) = (b+ i) div `
λ′(b) = (b+ i) mod `

• La concaténation d'une permutation π sur les blocs de taille ` : ϕ = |π|π| · · · |π|.

ϕ(a, b) = (a, π(b)){
θ′(b) = 0
λ′(b) = π(b)
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7.5 Cas général (pgcd(r,m) = 1)

7.5 Cas général (pgcd(r,m) = 1)

Théorème 11 Soit ϕ ∈ Sn. Alors

ϕ ∈ NSn(〈τ〉)⇐⇒
{

Il existe λ′ ∈ S` et θ′ ∈ F`,m telles que
pour tout a, b, ϕ(a, b) = (θ′(b) + ar−1, λ′(b)).

Preuve :
Dans ce cas, τ ◦ ϕ = ϕ ◦ τ r et d'après la Proposition 25,

ϕ ∈ NSn(〈τ〉) et o(ϕ) = r ⇐⇒ ∀a, b,
{
θ(a+ r, b) = θ(a, b) + 1
λ(a+ r, b) = λ(a, b)

⇐⇒ ∀a, b,
{
θ(a, b) = θ(0, b) + ar−1 = θ′(b) + ar−1

λ(a, b) = λ′(b)

⇐⇒ ∀a, b, ϕ(a, b) = (θ′(b) + ar−1, λ′(b)).

Ici aussi, remarquons que θ′ et λ′ ne dépendent que de b.

Tout d'abord, puisque ϕ est bijective, λ′ l'est aussi.

Ensuite, montrons qu'une telle permutation ϕ reste bijective même si θ′ est quelconque.
Soient c ∈ Z/mZ et d ∈ Z/`Z. On cherche a et b tels que ϕ(a, b) = (c, d).

On pose b = λ′−1(d) (λ′ est bijective).

On pose a = (c− θ′(b))r.

Et on a bien que

ϕ(a, b) = ϕ((c− θ′(λ′−1(d)))r, λ′−1(d))
= (θ′(λ′−1(d)) + (c− θ′(λ′−1(d)))rr−1, λ′(λ′−1(d)))
= (c, d).

On n'a donc aucune condition sur θ′. �

Remarque 25 Remarquons que si l'on remplace r par 1, on retombe exactement sur le
Théorème 10. Le Théorème 11 représente dons le cas général.

Corollaire 6 Si ϕ ∈ NSn(〈τ〉), alors

ϕ ∈ Sm oS`.
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Exemple 28
• ϕ = Mr−1.

ϕ(a, b) = (r−1a+ (r−1b div `), r−1b mod `).{
θ′(b) = r−1b div `
λ′(b) = r−1b mod `

On remarque qu'on retombe bien sur le multiplicateur classique

ϕ(a`+ b) = r−1(a`+ b).

7.6 Sur le cardinal de NSn(〈τ〉)
Théorème 12 Soit n = m`. Alors

#NSn(〈τ〉) = φ(m)× `!×m`.

Preuve :
D'après le Théorème 11, pour un r (premier avec m) donné, un élément ϕ de NSn(〈τ〉)
avec o(ϕ) = r est entièrement déterminé par
• θ′ un élément quelconque de F (Z/`Z,Z/mZ)
• et λ′ un permutation quelconque de S`.

Ainsi il y a `!×m` permutations ϕ dans NSn(〈τ〉) avec o(ϕ) = r.

Or, il y a φ(m) éléments inversibles dans Z/mZ.

Finalement, il y a donc φ(m)× `!×m` éléments dans NSn(〈τ〉).
�
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons abordé deux thèmes bien distincts. Dans une première par-
tie, nous avons étudié des algorithmes de détection et de reconstruction de codes. Et dans
la deuxième, nous avons étudié la structure des codes quasi-cycliques. Ces deux thèmes
semblent bien distincts, cependant l'amélioration de la connaissance de la structure de cer-
taines familles de codes peut aboutir à des algorithmes dédiés de reconstruction. Nous en
avons donné un exemple pour la reconstruction des codes cycliques. Ainsi l'étude théorique
des codes semble être une piste intéressante pour développer de nouveaux algorithmes de
reconstruction plus e�caces.

Reconnaissance de codes

La première partie de cette thèse est consacrée au problème de reconnaissance de codes.
Nous avons décidé de ne pas étudier le problème général de reconstruction, mais plutôt
l'élaboration d'algorithmes dédiés pour des problèmes plus faciles tels que la reconnaissance
d'un code ou encore la reconstruction d'un code appartenant à une famille. Cette hypothèse
faite sur le code utilisé permet d'obtenir des résultats bien meilleurs. Néanmoins, ces hy-
pothèses sont réalistes. En e�et, en pratique, on n'utilise pas de codes aléatoires puisqu'il
n'existe pas d'algorithme e�cace pour les décoder. On utilise donc des familles de codes
possédant un algorithme de décodage e�cace tels que les codes de Reed-Solomon et les
codes LDPC. Nous avons donc maintenant en notre possession des algorithmes permettant
de reconstruire de tels codes. Une première perspective serait d'étudier plus profondément
ces algorithmes sur des extensions de F2. En e�et, certains codes utilisés en pratique comme
les codes de Reed-Solomon sont dé�nis sur des extensions. Ensuite, il semble intéressant
de continuer l'étude théorique de la structure des codes en espérant pouvoir en adapter
un algorithme dédié de reconstruction. Finalement, il semble envisageable d'adapter ces
algorithmes à de l'information souple. Cependant ce genre d'adaptation casserait tous les
principes de linéarité mais permettrait d'insérer des probabilités qu'il est possible de met-
tre à jour à chaque nouveau calcul comme dans le décodage des turbo-codes.

Ensuite, nous nous sommes intéressés à l'élaboration d'un algorithme de détection des
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paramètres d'un code convolutif. En e�et, les algorithmes de reconstruction de codes convo-
lutifs existants font tous une recherche exhaustive sur les paramètres. Cette étude semblait
donc intéressante. L'algorithme que nous avons élaboré permet de retrouver le nombre
d'entrées, de sorties, et de cases mémoire du codeur ainsi que la probabilité d'erreur du
canal. Nous avons montré que pour un taux d'erreur supérieur à 2.10−2 seul l'algorithme de
détection aboutit alors que pour des taux d'erreur inférieurs, l'algorithme de détection est
utile quand la probabilité d'erreur du canal n'est pas connu. Cependant, comparativement
aux algorithmes de reconstruction, l'algorithme de détection demande une grande longueur
de séquence. Une perspective importante serait de chercher un meilleur test statistique per-
mettant d'utiliser une séquence plus courte. Toutefois, un tel algorithme ne permettrait
peut-être pas de retrouver autant de paramètres.

Structure des codes quasi-cycliques

Dans la deuxième partie de cette thèse nous avons abordé la structure des codes quasi-
cycliques. Dans un premier temps, nous avons exhibé une nouvelle famille de codes quasi-
cycliques annulés par des polynômes à coe�cients matriciels. Le but de ce travail était de
généraliser les résultats existants pour les codes cycliques aux codes quasi-cycliques. Il a été
possible de dé�nir une action des polynômes à coe�cients matriciels sur les mots de code.
Ainsi, nous avons dé�ni des codes quasi-cycliques annulés par des polynômes à coe�cients
matriciels. Nous avons �nalement montré que le dual d'un code annulé par un polynôme
est encore un code annulé par un polynôme qu'il est facile de déterminer. Nous avons ainsi
pu construire des codes auto-duaux Euclidiens et Hermitiens, dont certains atteignent les
meilleurs distances minimales connues. Une première perspective serait d'élaborer un al-
gorithme de décodage de telles familles. Il semble abordable d'adapter l'algorithme de
décodage des codes BCH pour certains codes particuliers. Cependant il faudrait dé�nir un
analogue de racine d'un polynôme alors que l'anneau de polynômes que nous considérons
n'est ni intègre ni commutatif. Ensuite, a�n de construire de tels codes, on est amené à
factoriser Xm − 1 en polynômes à coe�cients matriciels. A l'heure actuelle, nous n'avons
pas d'algorithmes e�caces pour e�ectuer une telle factorisation. En e�et, nous utilisons des
outils classiques de calcul de bases de Groebner, ce qui ne permet d'atteindre que des pe-
tites longueurs de codes. Il semble donc intéressant d'essayer d'améliorer cette factorisation.

Ensuite, toujours dans l'optique de généraliser les résultats existants pour les codes cy-
cliques, nous nous sommes intéressés aux permutations laissant invariant la quasi-cyclicité.
Nous avons calculé le normalisateur de T `, le `-quasi-shift, dans Sn. L'ensemble de ses
éléments sont des permutations laissant invariant la quasi-cyclicité dans le cas général.
Cependant, il se peut qu'elles ne soient pas les seules. Il reste donc à montrer cela dans les
cas où longueur vaut p, pr, p2, . . . de façon analogue aux codes cycliques.
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Algorithme de reconstruction d'un code cyclique

// longueur des codes

n:=1011;

// probabilité d'erreur du canal

p:=0.001;

P<x> := PolynomialRing(GF(2));

FILE:=Open("sequence.txt","r");

// alpha=beta=10^-6

// a=phi^-1(alpha), b=phi^-1(1-beta)

a:=-4.753424310;

b:=4.753424310;

// puisqu'aucun algorithme de recherche de mots de poids faible n'est appliqué,

// w est arbitrairement fixé à n/2

w:=n/2;

// calcul du nombre de mots requis

M:=Round(((b*Sqrt(1-(1-2*p)^(2*w))-a)/((1-2*p)^w))^2);

T:=1/2*(M+a*Sqrt(M));

// chargement de la sequence

C:=ZeroCode(GF(2),n);

mot := [C!0 : k in [1..M]];

for i:=1 to M do

for j:=1 to n do

c:=Getc(FILE);

if c eq "1" then
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mot[i][j]:=1;

end if;

end for;

end for;

// calcul des générateurs des codes maximaux

F:=Factorization(x^n-1);

L:=[F[k][1] : k in [1..#F]];

L1:=[ReciprocalPolynomial((x^n-1) div L[k]) : k in [1..#F]];

N:=[Coefficients(L1[k]) : k in [1..#F]];

h:=[C!0 : k in [1..#F]];

for j:=1 to #F do

for i:=1 to #N[j] do

h[j][i]:=N[j][i];

end for;

end for;

Q:=1;

// boucle sur chaque code maximal

for k:=1 to #F do

// calcul du nombre de produits scalaires faux

count:=0;

for i:=1 to M do

if InnerProduct(h[k],mot[i]) eq 1 then

count := count+1;

end if;

end for;

// si le nombre de produits scalaires faux est en-dessous du seuil

if count le T then Q := Q * L[k]; end if;

end for;

if Q ne 1 then

print "n = ",n;
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print "P = ";Q;

end if;

Liste des Ω(P )-codes auto-duaux Euclidiens

Voici la liste des polynômes annulant des Ω(P )-codes auto-duaux Euclidiens atteignant
la meilleure distance minimale trouvée.

• [8, 4, 4] :

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
1 1
1 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X2 +

(
ω ω
ω ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
• [12, 6, 4] :

(
1 0
0 1

)
X3 +

(
1 1
1 1

)
X2 +

(
1 1
1 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X3 +

(
ω ω
ω ω

)
X2 +

(
ω ω
ω ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
• [16, 8, 6] :

(
1 0
0 1

)
X4 +

(
1 ω2

ω 1

)
X3 +

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
1 ω
ω2 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X4 +

(
ω ω2

1 ω

)
X3 +

(
ω 0
0 ω

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X4 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X3 +

(
ω2 0
0 ω2

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
• [20, 10, 7] :

(
1 0
0 1

)
X5+

(
ω ω2

1 ω

)
X4+

(
0 ω2

1 0

)
X3+

(
0 1
ω2 0

)
X2+

(
ω 1
ω2 ω

)
X+

(
1 0
0 1

)
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(
1 0
0 1

)
X5+

(
ω2 ω
1 ω2

)
X4+

(
0 ω
1 0

)
X3+

(
0 1
ω 0

)
X2+

(
ω2 1
ω ω2

)
X+

(
1 0
0 1

)
• [24, 12, 8] :

(
1 0
0 1

)
X6+

(
1 ω2

ω 1

)
X5+

(
ω 0
0 ω

)
X4+

(
ω ω2

ω2 ω

)
X3+

(
ω 0
0 ω

)
X2+

(
1 ω
ω2 1

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω ω2

ω 1

)
X5+

(
ω2 0
0 ω2

)
X4+

(
ω2 ω
ω ω2

)
X3+

(
ω2 0
0 ω2

)
X2+

(
1 ω
ω2 1

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω ω2

1 ω

)
X5+

(
1 0
0 1

)
X4+

(
1 ω2

ω2 1

)
X3+

(
1 0
0 1

)
X2+

(
ω 1
ω2 ω

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω ω2

1 ω

)
X5+

(
1 1
ω 1

)
X4+

(
ω2 ω
ω ω2

)
X3+

(
1 ω
1 1

)
X2+

(
ω 1
ω2 ω

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω ω2

1 ω

)
X5+

(
ω2 0
0 ω2

)
X4+

(
ω2 1
1 ω2

)
X3+

(
ω2 0
0 ω2

)
X2+

(
ω 1
ω2 ω

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω ω2

1 ω

)
X5+

(
ω2 ω
ω2 ω2

)
X4+

(
1 ω
ω 1

)
X3+

(
ω2 ω2

ω ω2

)
X2+

(
ω 1
ω2 ω

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω2 ω
1 ω2

)
X5+

(
1 0
0 1

)
X4+

(
1 ω
ω 1

)
X3+

(
1 0
0 1

)
X2+

(
ω2 1
ω ω2

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω2 ω
1 ω2

)
X5+

(
1 1
ω2 1

)
X4+

(
ω ω2

ω2 ω

)
X3+

(
1 ω2

1 1

)
X2+

(
ω2 1
ω ω2

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
ω2 ω
1 ω2

)
X5+

(
ω 0
0 ω

)
X4+

(
ω 1
1 ω

)
X3+

(
ω 0
0 ω

)
X2+

(
ω2 1
ω ω2

)
X+

(
1 0
0 1

)

• [28, 14, 9] :

(
1 0
0 1

)
X7 +

(
ω ω2

1 ω

)
X6 +

(
1 ω2

1 1

)
X5 +

(
0 1
1 0

)
X4

+

(
0 1
1 0

)
X3 +

(
1 1
ω2 1

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X7 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X6 +

(
1 ω
1 1

)
X5 +

(
0 1
1 0

)
X4

+

(
0 1
1 0

)
X3 +

(
1 1
ω 1

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

• [32, 16, 10] :
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(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω ω2

1 ω

)
X7 +

(
1 0
0 1

)
X6 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X5 +

(
1 0
0 1

)
X4

+

(
ω2 1
ω ω2

)
X3 +

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω ω2

1 ω

)
X6 +

(
1 0
0 1

)
X5 +

(
1 ω2

ω2 1

)
X4

+

(
1 0
0 0

)
X3 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω ω2

1 ω

)
X6 +

(
ω2 0
0 ω2

)
X5 +

(
ω2 1
1 ω2

)
X4

+

(
ω2 0
0 ω2

)
X3 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X7 +

(
1 0
0 1

)
X6 +

(
ω ω2

1 ω

)
X5 +

(
1 0
0 1

)
X4

+

(
ω 1
ω2 ω

)
X3 +

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X6 +

(
1 0
0 1

)
X5 +

(
1 ω
ω 1

)
X4

+

(
1 0
0 1

)
X3 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X6 +

(
ω 0
0 ω

)
X5 +

(
ω 1
1 ω

)
X4

+

(
ω 0
0 ω

)
X3 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
1 ω2

ω 1

)
X7 +

(
0 ω
1 0

)
X6 +

(
0 1
0 0

)
X5 +

(
ω 1
1 ω

)
X4

+

(
0 0
1 0

)
X3 +

(
0 1
ω 0

)
X2 +

(
1 ω
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
1 ω2

ω 1

)
X7 +

(
0 1
ω2 0

)
X6 +

(
0 0
1 0

)
X5 +

(
ω2 1
1 ω2

)
X4

+

(
0 1
0 0

)
X3 +

(
0 ω2

1 0

)
X2 +

(
1 ω
ω2 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

• [36, 18, 10] :

139



Annexe

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
1 ω2

ω 1

)
X7 +

(
ω ω2

ω ω

)
X6 +

(
0 ω
ω 0

)
X5

+

(
0 ω
ω 0

)
X4 +

(
ω ω
ω2 ω

)
X3 +

(
1 ω
ω2 1

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
1 ω2

ω 1

)
X7 +

(
ω2 ω2

ω ω2

)
X6 +

(
0 ω2

ω2 0

)
X5

+

(
0 ω2

ω2 0

)
X4 +

(
ω2 ω
ω2 ω2

)
X3 +

(
1 ω
ω2 1

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω2

1 ω

)
X7 +

(
1 ω2

1 1

)
X6 +

(
0 1
1 0

)
X5

+

(
0 1
1 0

)
X4 +

(
1 1
ω2 1

)
X3 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X7 +

(
1 ω
1 1

)
X6 +

(
0 1
1 0

)
X5

+

(
0 1
1 0

)
X4 +

(
1 1
ω 1

)
X3 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
1 ω2

ω 1

)
X8 +

(
0 ω
1 0

)
X7 +

(
ω 0
ω2 ω

)
X6 +

(
ω ω
ω2 ω

)
X5

+

(
ω ω2

ω ω

)
X4 +

(
ω ω2

0 ω

)
X3 +

(
0 1
ω 0

)
X2 +

(
1 ω
ω2 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
1 ω2

ω 1

)
X8 +

(
0 1
ω2 0

)
X7 +

(
ω2 ω
0 ω2

)
X6 +

(
ω2 ω
ω2 ω2

)
X5

+

(
ω2 ω2

ω ω2

)
X4 +

(
ω2 0
ω ω2

)
X3 +

(
0 ω2

1 0

)
X2 +

(
1 ω
ω2 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
1 ω2

ω 1

)
X8 +

(
1 ω
1 1

)
X7 +

(
0 1
ω 0

)
X6 +

(
ω2 1
0 ω2

)
X5

+

(
ω2 0
1 ω2

)
X4 +

(
0 ω
1 0

)
X3 +

(
1 1
ω 1

)
X2 +

(
1 ω
ω2 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
1 ω2

ω 1

)
X8 +

(
1 1
ω2 1

)
X7 +

(
0 ω2

1 0

)
X6 +

(
ω 0
1 ω

)
X5

+

(
ω 1
0 ω

)
X4 +

(
0 1
ω2 0

)
X3 +

(
1 ω2

1 1

)
X2 +

(
1 ω
ω2 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω2

1 ω

)
X8 +

(
0 1
ω 0

)
X7 +

(
1 0
ω2 1

)
X6 +

(
1 1
ω2 1

)
X5

+

(
1 ω2

1 1

)
X4 +

(
1 ω2

0 1

)
X3 +

(
0 ω
1 0

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

140



Annexe

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω2

1 ω

)
X8 +

(
1 ω2

1 1

)
X7 +

(
1 0
ω2 1

)
X6 +

(
ω2 0
ω2 ω2

)
X5

+

(
ω2 ω2

0 ω2

)
X4 +

(
1 ω2

0 1

)
X3 +

(
1 1
ω2 1

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω2

1 ω

)
X8 +

(
ω ω2

1 ω

)
X7 +

(
ω 1
ω ω

)
X6 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X5

+

(
ω2 ω
1 ω2

)
X4 +

(
ω ω
1 ω

)
X3 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω2

1 ω

)
X8 +

(
ω2 ω2

1 ω2

)
X7 +

(
ω ω
1 ω

)
X6 +

(
ω ω
1 ω

)
X5

+

(
ω 1
ω ω

)
X4 +

(
ω 1
ω ω

)
X3 +

(
ω2 1
ω2 ω2

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω2

1 ω

)
X8 +

(
ω2 ω2

1 ω2

)
X7 +

(
ω2 1
0 ω2

)
X6 +

(
1 1
0 1

)
X5

+

(
1 0
1 1

)
X4 +

(
ω2 0
1 ω2

)
X3 +

(
ω2 1
ω2 ω2

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω
ω ω

)
X8 +

(
0 ω
ω 0

)
X7 +

(
ω ω2

1 ω

)
X6 +

(
ω ω2

1 ω

)
X5

+

(
ω 1
ω2 ω

)
X4 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X3 +

(
0 ω
ω 0

)
X2 +

(
ω ω
ω ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω ω
ω ω

)
X8 +

(
1 ω
ω 1

)
X7 +

(
1 ω2

ω 1

)
X6 +

(
ω2 ω2

ω ω2

)
X5

+

(
ω2 ω
ω2 ω2

)
X4 +

(
1 ω
ω2 1

)
X3 +

(
1 ω
ω 1

)
X2 +

(
ω ω
ω ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X8 +

(
0 1
ω2 0

)
X7 +

(
1 0
ω 1

)
X6 +

(
1 1
ω 1

)
X5

+

(
1 ω
1 1

)
X4 +

(
1 ω
0 1

)
X3 +

(
0 ω2

1 0

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X8 +

(
1 ω
1 1

)
X7 +

(
1 0
ω 1

)
X6 +

(
ω 0
ω ω

)
X5

+

(
ω ω
0 ω

)
X4 +

(
1 ω
0 1

)
X3 +

(
1 1
ω 1

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X8 +

(
ω ω
1 ω

)
X7 +

(
ω 1
0 ω

)
X6 +

(
1 1
0 1

)
X5

+

(
1 0
1 1

)
X4 +

(
ω 0
1 ω

)
X3 +

(
ω 1
ω ω

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

141



Annexe

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X8 +

(
ω ω
1 ω

)
X7 +

(
ω2 ω2

1 ω2

)
X6 +

(
ω2 ω2

1 ω2

)
X5

+

(
ω2 1
ω2 ω2

)
X4 +

(
ω2 1
ω2 ω2

)
X3 +

(
ω 1
ω ω

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X8 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X7 +

(
ω2 1
ω2 ω2

)
X6 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X5

+

(
ω ω2

1 ω

)
X4 +

(
ω2 ω2

1 ω2

)
X3 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X9 +

(
ω2 ω2

ω2 ω2

)
X8 +

(
0 ω2

ω2 0

)
X7 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X6 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X5

+

(
ω2 1
ω ω2

)
X4 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X3 +

(
0 ω2

ω2 0

)
X2 +

(
ω2 ω2

ω2 ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

• [40, 20, 12] :

(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω ω2

1 ω

)
X8 +

(
1 ω2

1 1

)
X7 +

(
ω ω
0 ω

)
X6 +

(
ω2 1
1 ω2

)
X5

+

(
ω 0
ω ω

)
X4 +

(
1 1
ω2 1

)
X3 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X8 +

(
1 ω
1 1

)
X7 +

(
ω2 ω2

0 ω2

)
X6 +

(
ω 1
1 ω

)
X5

+

(
ω2 0
ω2 ω2

)
X4 +

(
1 1
ω 1

)
X3 +

(
ω1 1
ω ω2

)
X2 +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω ω2

1 ω

)
X9 +

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
1 ω
1 1

)
X7 +

(
1 0
0 1

)
X6 +(

ω2 ω
ω ω2

)
X5

+

(
1 0
0 1

)
X4 +

(
1 1
ω 1

)
X3 +

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω ω2

1 ω

)
X9 +

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X7 +

(
1 0
0 1

)
X5

+

(
ω2 1
ω ω2

)
X3 +

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω ω2

1 ω

)
X9 +

(
ω 0
0 ω

)
X8 +

(
1 ω2

0 1

)
X7 +

(
ω ω2

ω2 ω

)
X5

+

(
1 0
ω2 1

)
X3 +

(
ω 0
0 ω

)
X2 +

(
ω 1
ω2 ω

)
X +

(
1 0
0 1

)
.
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(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X9 +

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
1 ω2

1 1

)
X7 +

(
1 0
0 1

)
X6 +(

ω ω2

ω2 ω

)
X5

+

(
1 0
0 1

)
X4 +

(
1 1
ω2 1

)
X3 +

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X9 +

(
1 0
0 1

)
X8 +

(
ω ω2

1 ω

)
X7 +

(
1 0
0 1

)
X5

+

(
ω 1
ω2 ω

)
X3 +

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X10 +

(
ω2 ω
1 ω2

)
X9 +

(
ω2 0
0 ω2

)
X8 +

(
1 ω
0 1

)
X7 +

(
ω2 ω
ω ω2

)
X5

+

(
1 0
ω 1

)
X3 +

(
ω2 0
0 ω2

)
X2 +

(
ω2 1
ω ω2

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

Liste des Ω(P )-codes auto-duaux Hermitiens

Voici la liste des polynômes annulant des Ω(P )-codes auto-duaux Hermitiens atteignant
la meilleure distance minimale trouvée.

• [8, 4, 4] :

(
1 0
0 1

)
X2 +

(
1 1
1 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
• [12, 6, 4] :

(
1 0
0 1

)
X3 +

(
1 1
1 1

)
X2 +

(
1 1
1 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
• [16, 8, 6] :

(
1 0
0 1

)
X4 +

(
0 1
1 0

)
X3 +

(
ω 1
1 ω2

)
X2 +

(
0 1
1 0

)
X +

(
1 0
0 1

)
• [20, 10, 8] :
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(
1 0
0 1

)
X5+

(
ω2 1
1 ω2

)
X4+

(
ω ω
ω 1

)
X3+

(
1 ω2

ω2 ω2

)
X2+

(
ω 1
1 ω

)
X+

(
1 0
0 1

)
• [24, 12, 8] :

(
1 0
0 1

)
X6 +

(
0 1
1 0

)
X5 +

(
1 1
1 0

)
X4 +

(
0 1
1 0

)
X3 +

(
0 1
1 1

)
X2 +

(
0 1
1 0

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
0 1
1 0

)
X5+

(
ω ω
ω2 ω2

)
X4+

(
ω ω2

ω ω2

)
X3+

(
ω ω
ω2 ω2

)
X2+

(
0 1
1 0

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
1 0
0 1

)
X5+

(
ω 1
1 ω2

)
X4+

(
ω ω
ω2 ω2

)
X3+

(
ω 1
1 ω2

)
X2+

(
1 0
0 1

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
1 ω2

1 1

)
X5+

(
ω ω2

0 0

)
X4+

(
ω 1
1 ω2

)
X3+

(
0 0
ω ω2

)
X2+

(
1 1
ω 1

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
1 ω2

1 1

)
X5+

(
ω ω2

0 0

)
X4+

(
ω2 ω2

ω ω

)
X3+

(
0 0
ω ω2

)
X2+

(
1 1
ω 1

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
1 ω2

1 1

)
X5+

(
ω 1
1 0

)
X4+

(
0 ω2

ω 0

)
X3+

(
0 1
1 ω2

)
X2+

(
1 1
ω 1

)
X+

(
1 0
0 1

)
(

1 0
0 1

)
X6+

(
1 ω2

1 1

)
X5+

(
ω2 1
ω2 1

)
X4+

(
ω2 ω2

ω ω

)
X3+

(
1 ω
1 ω

)
X2+

(
1 1
ω 1

)
X+

(
1 0
0 1

)
• [28, 14, 10] :

(
1 0
0 1

)
X7 +

(
0 1
0 0

)
X6 +

(
1 1
1 1

)
X5 +

(
ω 0
1 ω2

)
X4

+
(
ω 1
0 ω2

)
X3 +

(
1 1
1 1

)
X2 +

(
0 0
1 0

)
X +

(
1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 1

)
X7 +

(
1 ω2

1 1

)
X6 +

(
ω 1
ω2 0

)
X5 +

(
ω ω2

0 ω2

)
X4

+
(
ω 0
ω ω2

)
X3 +

(
0 ω
1 ω2

)
X2 +

(
1 1
ω 1

)
X +

(
1 0
0 1

)
.
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Résumé :
Dans cette thèse, nous abordons tout d'abord le problème de reconnaissance de codes. Il
consiste à retrouver la structure d'un code correcteur d'erreurs utilisé lors d'une transmis-
sion de données seulement à partir de la séquence bruitée interceptée. Nous donnons ici des
méthodes e�caces pour la reconnaissance d'un code connu, pour la reconstruction de codes
appartenant à une famille tels que les codes cycliques et pour la détection des paramètres de
codes convolutifs. Ensuite, nous étudions la structure des codes quasi-cycliques parallèle-
ment aux résultats connus pour les codes cycliques. Nous donnons une construction d'une
sous-famille de codes quasi-cycliques annulés par un polynôme à coe�cients matriciels.
Cette construction permet de trouver des codes ayant de bonnes distances minimales. Fi-
nalement, nous nous intéressons aux permutations laissant invariante la quasi-cyclicité d'un
code.

Mots-clés : Codes correcteurs d'erreurs, Reconnaissance de codes, Codes quasi-
cycliques, Codes convolutifs, Codes cycliques, Analyse du train binaire, Structure de codes.

Abstract :
In this thesis, we �rst deal with the problem of recognition of codes. It consists in re-
covering the structure of an error-correcting code used during a data transmission only
from the noisy intercepted sequence. We give e�cient methods for the recognition of a
known code, for the reconstruction of codes belonging to a family like cyclic codes and
for the detection of parameters of convolutional codes. Then, we study the structure of
quasi-cyclic codes in parallel of the results known for cyclic codes. We give a construction
of a sub-family of quasi-cyclic codes cancelled by a polynomial with matricial coe�cients.
Some of these codes reach large minimum distances. Finally, we deal with permutations
keeping the quasi-cyclicity of a code.

Keywords : Error correcting codes, Recognition of codes, Quasi-cyclic codes, Convo-
lutional codes, Cyclic codes, Analysis of binary sequences, Structure of codes.
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