
Numéro d’ordre: 4394

THÈSE DE DOCTORAT DE L’UNIVERSITÉ LILLE I

ÉCOLE DOCTORALE SCIENCES POUR L’INGÉNIEUR LILLE

Présentée pour obtenir
le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITÉ

Discipline : Mathématiques

Par

Mouzher CHEBIB

sous la direction de Daniel Tanré
et la codirection de J.-P. Doeraene et M. El Haouari

L.S-Catégorie relative et Invariant de Hopf

soutenue le 7 Juillet 2009 devant le jury composé de :

M. Daniel TANRÉ (Univ. Lille I Sciences et Technologies) Directeur
M. Yves FELIX (Univ. Louvain, Belgique) Rapporteur
M. Aniceto MURILLO (Univ. Malaga, Espagne) Rapporteur
M. Benoit FRESSE (Univ. Lille I Sciences et Technologies) Examinateur



Résumé

Notre travail s’inscrit dans un domaine initié en 1934 par Lusternik et
Schnirelmann qui associent a une variété un invariant appelé catégorie qui
permet de minorer le nombre des points critiques d’une fonction différentiable
sur cette variété.

Nous nous intéressons à une généralisation au cas des applications conti-
nues entre espaces topologiques, auquelles nous associons un invariant appelé
σi-catégorie.
Nous obtenons plusieurs caractérisations de la σi-catégorie d’une application.

Nous examinons ensuite l’effet sur la σi-catégorie d’un attachement d’une
cellule à la source d’une application. Cette étude est faite au moyen d’un
nouvel invariant, appelé invariant de Hopf relatif.

Enfin nous examinons les relations entre les catégories de produit et de
produit smash.



Abstract

Our work is registered in a field initiated in 1934 by Lusternik and Schni-
relmann, which associate with a variety an invariant called category, which
allows to undervalue the number of the critical points of a differentiable
function on this variety.

We are interested in a generalization in the case of the continuous appli-
cations between topological spaces in wich we associate an invariant called
σi-category.
We obtain several characterizations of the σi-category on an application

We examine then the effect on the σi-category of a cell attachment on an
application source. This study is made with a new invariant, called invariant
of relative Hopf.

Finally we examine the relations between the categories of product and
product smach.
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0.1 Introduction

Notre travail s’inscrit dans un domaine initié en 1934. L. Lusternik et
L. Schnirelmann associent à une variété M un entier appelé catégorie de M
qui permet de minorer le nombre de points critiques d’une fonction différen-
tiable définie sur M. Quelques années plus tard, R. H. Fox étend la définition
de Lusternik et Schnirelmann aux espaces topologiques et aux applications
continues entre des espaces topologiques.
Dans la suite, nous nous intéressons au cas d’applications continues entre
espaces topologiques. À une telle application sont classiquement associés les
invariants homotopiques suivants :

Définition 1.3.1 La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’une application
continue f : X // Y , notée cat f , est le plus petit entier n tel qu’il existe
un recouvrement ouvert (Uj)0≤j≤n de X pour lequel la restriction de f à
chaque Uj est homotopiquement nulle.
Dans le cas où f = id : X // X , nous retrouvons la définition de la
catégorie de Lusternik-Schnirelmann de l’espace X.

Exemple
– La catégorie d’une sphère de dimension n est 1 car on peut la recouvrir

par deux ouverts ayant le type d’homotopie de ses deux hémisphères.
– La catégorie d’un espace contractile est 0 et cat (S1 × S1)= 2.
– La catégorie d’une application contractile, par exemple de l’injection

de S1 dans S2 vaut 0, tandis que la catégorie de l’injection de S1 dans
S1 × S1 vaut 1.

Un élément important dans l’étude de la catégorie réside dans les carac-
térisations introduites respectivement par G. Whitehead et T. Ganea [57],
[19]. Celles-ci permettent d’exprimer la L.S- catégorie d’une application f :
X // Y en terme d’existence de relèvement à homotopie près.

Théorème 1.3.3 [19] La L.S-catégorie d’une application continue f : X // Y
à la méthode de Ganea est inférieure ou égale à n si et seulement si l’appli-
cation f se factorise par gn(Y ) : Gn(Y ) // Y à homotopie près.

Théorème 1.3.6 [57] La L.S-catégorie d’une application f : X // Y à
la méthode de Whitehead est inférieure ou égale à n si et seulement s’il existe
une application g : X // Tn(Y ) rendant commutatif à homotopie près le
diagramme suivant :

X
g //

f

��

Tn(Y )

jn(Y )

��
Y

∆n+1
Y // Y n+1

˙
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Les caractérisations de Whitehead et de Ganea ont également donné lieu à
des approximations de cet invariant parmi lesquelles on trouve les catégories
faibles W-wcat au sens de Whitehead, et G-wcat au sens de Ganea.

Dans cette perspective, nous nous intéressons à l’information contenue dans
la L.S- catégorie d’une application f , plus précisément nous définissons des
variantes de la catégorie.

Définition 2.2.9 (Ganea) Soit f : X // Y une application continue.
Pour tout i ∈ N , σicat f est le plus petit entier n pour lequel l’application
Σif se factorise par Σign(Y ) : ΣiGn(Y ) // ΣiY .

Nous obtenons également une suite décroissante d’entiers dont la limite est
notée σcat f ,
σcat f ≤ . . . ≤ σi+1cat f ≤ σicat f ≤ . . . . . . ≤ σ0cat f = cat f .

Nous examinons dans la section 2.3 la σi-catégorie d’un épimorphisme.

Théorème 2.3.6 Soit f : X // Y un épimorphisme, où Y est (q − 1)-
connexe, (q ≥ 2), i ≥ 0. Si σicatf = n et dimY ≤ q(n + 1)− 2, alors

1. σicatf = σicatY .

2. σi+pcatf = σicatf pour tout p ≥ 0.

Corollaire 2.3.7 Sous les hypothèses du théorème précédent, si catf est finie
(catf < ∞), alors σcatf = catf .

Conjecture 2.3 Si f : X // Y est un épimorphisme, nous conjecturons
que catf = catY .

Nous montrons que la conjecture une conséquence de la conjecture de Ghor-
bal [22].

Nous généralisons le lemme de Puppe.

Lemme 2.4.1 Soient i : A // B et i′ : A′ // B′ deux applications
continues. Soient α et β, deux applications rendant commutatif à homotopie
près le carré suivant :

A
i //

α

��

B

β
��

A′
i′
// B′

Considérons les cofibrations homotopiques A
i // B

ρ // C et A′ i′ // B′ ρ′ // C ′ ,
leurs suites de Puppe sont respectivement :

A
i // B

ρ // C
δ // ΣA

Σi // ΣB
Σρ // ΣC . . .
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et

A′ i′ // B′ ρ′ // C ′ δ′ // ΣA′ Σi′ // ΣB′ Σρ′ // ΣC ′ . . .

Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près où γ est induite par
la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique

A
i //

α

��

B
ρ //

β
��

C
δ //

γ

��

ΣA
Σi //

Σα
��

ΣB

Σβ
��

// . . .

A′
i′
// B′

ρ′
// C ′

δ′
// ΣA′

Σi′
// ΣB′ // . . .

Parmi les 4 conditions suivantes :

1. γ ◦ ρ est homotopiquement triviale.

2. ΣA ∨C C ′ ' ΣB ∨ C ′.

3. il existe r : ΣA // C ′ tel que r ◦ δ ' γ.

4. il existe ξ : ΣB // ΣA′ tel que Σi′ ◦ ξ ' Σβ.

Les trois premières sont équivalentes et impliquent la quatrième.

Grâce à cette généralisation, nous allons définir la σiwcat f (σi-catégorie
faible pour f au sens de Ganea).

Définition 2.4.3 Soit f : X // Y une application continue.
On a σiwcat f ≤ n si et seulement si Σiγ ◦ Σicn(X) est homotopiquement
nulle

Gn(X)
gn(X) //

Gn(f)

��

X
cn(X) //

f

��

Cn(X) . . .

γ

��

// ΣiGn(X)
Σign(X) //

ΣiGn(f)
��

ΣiX
Σicn(X) //

Σif

��

ΣiCn(X)

Σiγ
��

// . . .

Gn(Y )
gn(Y ) // Y

cn(Y ) // Cn(Y ) . . . // ΣiGn(Y )
Σign(Y ) // ΣiY

Σicn(Y ) // ΣiCn(Y ) // . . .

où l’application γ est induite par la propriété universelle de la somme amal-
gamée homotopique.

Dans le cas où f = idX et i = 0, on retrouve la L.S-catégorie faible de X.

Et nous montrons :

Proposition 2.4.4 Soit f : X // Y une application continue. Alors pour
tout i ≥ 1, σicat f ≤ σi−1wcat f ≤ σi−1cat f .

D’autre part, nous donnons plusieur versions équivalentes à la méthode de
Ganea et Whitehead pour une application quelconque puis nous généralisons
ces versions à la σi-catégorie.

Définition 2.5.1 Si f : X // Y est une application continue et si i est
un entier positif ou nul nous posons :
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• σiG1cat f ≤ n si elle vérifie la condition suivante :
G1) L’application Σif : ΣiX // ΣiY se factorise à homotopie près par
la ième suspension du nièmeespace de Ganea, i.e. s’il existe une application
s : ΣiX // ΣiGn(Y ) qui rend le triangle suivant commutatif à homotopie
près.

ΣiGn(Y )

Σign(Y )
��

ΣiX

s
66mmmmmmmmmmmmm

Σif
// ΣiY

• G2) σiG2cat f = 0 si et seulement si l’application Σif est homotopique-
ment nulle.
Si n ≥ 1, σiG2cat f ≤ n s’il existe une suite de sommes amalgamées homo-
topiques

Zj−1 //

��
s.a.h.

∗

��
Yj−1

αj−1 // Yj

avec 0 < j ≤ n, α0 homotopiquement nulle et Σif se factorisant par Σiyn :
ΣiYn

// ΣiY .

•G3) σiG3cat f = 0 si et seulement si l’application Σif est homotopiquement
nulle.
Si n ≥ 1, σiG3cat f ≤ n s’il existe une somme amalgamée homotopique

M //

��
s.a.h.

∗

��
L̃

α // L

où σ0G3cat α≤ n−1 et Σif se factorise par une application Σil : ΣiL // ΣiY ,
i.e. on a un triangle commutatif à homotopie près :

ΣiL
Σil

""F
FFFFFFF

ΣiX

<<xxxxxxxx Σif // ΣiY

• σiG4cat f ≤ n si elle vérifie la condition suivante :
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G4) Il existe une suite de sommes amalgamées homotopiques

Vj //

��

Uj

��

��

X̃j−1
//

,,

Xj

αj !!
ΣiY

0 < j ≤ n, dans laquelle
– X0 ' ∗.
– αn ' Σif .
– L’application X̃j−1

// Xj // ΣiY se factorise par αj−1.

– L’application Uj // ΣiY est homotopiquement nulle.

Théorème 2.5.2 Soit f : X // Y une application continue, alors pour
tout i ≥ 0, on a σiG1catf = σiG2catf = σiG3catf .
Avec les axiomes du cube, nous avons aussi, σiG4catf ≤ σiG1catf .
Dans le cas où i = 0 : σ0G1cat f = σ0G4cat f .

Introduisons des variantes de la catégorie d’une application dans le cadre du
fat wedge.

Définition 2.5.11 Soit f : X // Y une application continue.

• W1cat f ≤ n si la condition suivante est satisfaite :
W1) Il existe une application g : X // Tn(Y ) qui rend le carré suivant
commutatif à homotopie près.

X
g //

f

��

Tn(Y )

jn(Y )

��
Y

∆n+1
Y

// Y n+1

• W2cat f ≤ n si la condition suivante est satisfaite :
W2) Pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, il existe une suite de sommes amalgamées
homotopiques

Si−1
//

��

Y i

��

��

Ri−1 × Y //

--

Ri

ri

""
Y i+1
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dans laquelle
R0 ' ∗ et ∆n+1

Y ◦ f : X // Y n+1 se factorise par l’application rn :
Rn

// Y n+1 .

• W3cat f ≤ n si la condition suivante est satisfaite :
W3) Pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, il existe une suite de sommes amalgamées
homotopiques

Qi
//

��

Pi

��

��

W̃i−1
//

,,

Wi

wi

!!
Y i+1

dans laquelle
– L’application w̃i−1 : W̃i−1

// Y i+1 se factorise par wi−1 × idY

comme suit :
Wi−1 × Y

wi−1×id

%%JJJJJJJJJJ

W̃i−1

99sssssssss
// Y i+1

– W0
∼= ∗.

– L’application Pi
// Y i+1 se factorise par Y i × ∗.

– L’application wn est homotope à ∆n+1
Y ◦ f .

Théorème 2.5.12 Soit f : X // Y une application continue.
Alors W1catf = W2catf = W3catf .

Dans le chapitre 3, nous associons à une application f : X // Z de L.S
catégorie inférieure ou égale à k et à une application α : Sp // X , un
élément H(α) du groupe πp(Gk(Z)), appelé invariant de Hopf :

Définition 3.2.3 Soient f : X // Z , de σi-catégorie inférieure ou égale
à k et s : ΣiX // ΣiGk(Z) un relèvement de Σif via la iéme suspen-

sion du kéme espace de Ganea. Notons ζ : Gk(Z) // C(s) l’applica-
tion obtenue en construisant la cofibre homotopique de s. À une application
α : Sp // X nous associons deux classes d’homotopie :

1. H i(α) = Σiγ′k − s ◦ Σiα ∈ πp+i(ΣiGk(Z)), la classe H i(α) mesure la
commutativité du triangle suivant :

Sp+i
Σiγ

′
k //

Σiα
��

ΣiGk(Z)

ΣiX

s

66mmmmmmmmmmmmm
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où γ′k est défini en 3.1.1.

2. H
′
i(α) = ζ ◦H i(α) ' ζ(Σiγ′k − s ◦Σiα) ' ζ ◦Σiγ

′
k ∈ πp+i(C(s)), défini

à partir du diagramme :

C(s)

Sp+i

H
′
i(α)

66mmmmmmmmmmmmmm

Σiα ((QQQQQQQQQQQQQQQ
Σiγ′k // ΣiGk(Z)

ζ

OO

ΣiX

s

OO

En général, quand on étend une application f de σi-catégorie inférieure ou
égale à k en ajoutant une cellule à sa source, la σi-catégorie des applications
induites f̃ et f̃ ′ (voir proposition 2.5.9 et proposition 2.5.10) est inférieure
ou égale à k + 1. La question qui se pose ici est : ”sous quelle condition
σicatf̃ ≤ k ? et σicatf̃ ′ ≤ k ?”. Les théorèmes suivants apportent des réponses
à cette question, et généralise le travail de Berstein-Hilton et le travail de
Vandembroucq dans le cas où f est la cofibre homotopique de α, et dans le
cas où f = idX respectivement.

Théorème 3.2.5 Soit f : X // Z une application continue. Considérons
une application α : Sp // X , telle que f ◦α est homotopiquement triviale.
Notons Y = X tα ep+1 sa cofibre homotopique. L’application f̃ est induite
par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique :

Sp α //

��

X

j
��

f // Z

∗ // X tα ep+1

ef

::tttttttttt

Alors pour tout i ≥ 0, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. σicatf ≤ k et H i(α) = 0 ;

2. σicatf̃ ≤ k.

Théorème 3.2.6 Soient f : X // Z une application continue de σi-
catégorie inférieure ou égale à k et s : ΣiX // ΣiGk(Z) un relèvement de
Σif . Considérons une application α : Sp // X et notons Y = X tα ep+1

sa cofibre homotopique.
L’application f̃

′
: X tα ep+1 // Z tf◦α ep+1 est induite par la pro-

priété universelle de la somme amalgamée homotopique, et on a le diagramme

12



commutatif à homotopie près suivant.

Sp //

α

��

∗

��
X //

f

��

X tα ep+1

ef ′

��
Z // Z tf◦α ep+1

Si H i(α) = 0 alors σicatf̃
′ ≤ k.

Théorème 3.2.7 Soient f : X // Z une application continue de σi-
catégorie inférieure ou égale à k pour tout i ≥ 0, s : ΣiX // ΣiGk(Z) un

relèvement de Σif , ζ : ΣiGk(Z) // C(s) une cofibre de s. Nous supposons
de plus que Z un CW complexe (q − 1)- connexe (q ≥ 2) et que X est de
dimension inférieure ou égale à q(k + 1) − 2. Considérons une application
α : Sp // X .
Notons X ′ := X tα ep+1, Z ′ := Z tf◦α ep+1 et f̃ ′ : X ′ // Z ′ l’application
induite par la propriété universelle de somme amalgamée homotopique.

1. Si σicat f̃ ′ ≤ k alors H
′
i(α) = 0.

2. Si f est un épimorphisme, et Z de dimension inférieure ou égale à
q(k + 1) − 2 alors, pour tout j ≥ 1, l’égalité ΣjH

′
i(α) = 0, implique

σi+jcat Z ′ ≤ k.

Pour les invariants σicat f de produits d’applications nous montrons :

Théorème 4.1.2 Soient f : X // Y et g : X ′ // Y ′ deux applications
continues. Alors pour tout i ≥ 0, σicat(f × g) ≤ σicatf + σicatg.

Nous utilisons le produit smash pour montrer des théorèmes qui généralisent
des résultats obtenus par Berstein-Hilton et Vandembroucq, et qui donnent
des exemples qui vérifient la conjecture de Ganea (cat (X × Sm) = cat X +
1).

Nous introduisons une variante de la σi-catégorie.

Définition 4.2.9 Soient f : X // Y et g : X ′ // Y ′ deux applications
continues et notons gY ′

k (Y ) := gk(Y )∧ idY ′. Alors catgf ≤ k si et seulement
si f ∧ g se factorise à homotopie près via Gk(Y ) ∧ Y ′ comme suit :

Gk(Y ) ∧ Y ′

gY ′
k (Y )
��

X ∧X ′

s
55kkkkkkkkkkkkkk

f∧g
// Y ∧ Y ′

13



– Dans le cas où l’application g = Σig′, alors catgf = σicatg′f .
– Dans le cas où l’application g = idA et l’application f = idX , alors

catgf = catAX.

Définition 4.2.10 Supposons que catAX ≤ k et s : X ∧A // Gk(X) ∧A

une section homotopique de gA
k (X).

Notons ξ : Gk(X) ∧A // C(s) la cofibre homotopique de s.
Pour toute application α : Sp // X on définit l’invariant de Hopf HA(α) :=
ξ ◦ (γ

′
k ∧A)

Sp ∧A

HA(α)

((γ
′
k∧A

// Gk(X) ∧A
ξ // C(s)

X ∧A

s

OO

Remarque 4.2.11 Remarquons :
1. ΣiHA(α) ∼= HΣiA(α), puisque Σi(Sp ∧A) ∼= Sp ∧ ΣiA.
2. ΣiC(s) ∼= C(Σis).
3. σicatA(Y ) = catΣiA(Y ).

Théorème 4.2.12 Soient A un espace quelconque, et X un 1- connexe CW-
complexe, tels que catAX ≤ k. Considerons s : X ∧A // Gk(X) ∧A une
section homotopique de gA

k (X), et α : Sp // X . Notons Y = X tα ep+1,
pour tout i ≥ 1 :
Si HΣiA(α) = 0, alors catΣiA(Y ) ≤ k.

Dans le cas où A = S0, nous retrouvons les résultats [5] [56].

Théorème 4.2.14 Soient X, X ′ et A des espaces quelconques. Alors pour
tout i ≥ 1, on a catΣiA(X ×X ′) ≤ catΣiAX + catΣiAX ′.

Théorème 4.2.16 Soient f : X // Y et g : X ′ // Y ′ deux applica-
tions continues, dont au moins une est non nulle. Alors pour tout i ≥ 1,
on a, σicat(f ∧ g) + 1 ≤ σicatgf + 1 ≤ σicat(f × g) ≤ σicatf + σicatg.

Dans le cas où g = idSm et en passant à la limite nous obtenons σcat(f ×
idSm) = σcatf + 1, ce qui généralise la conjecture de Ganea et répond
positivement à cette généralisation pour les applications f dont lesquelles
σcatf = catf .
Dans le cas où f = idX et g = idSm , nous trouvons le théorème de Van-
dembroucq [55], après l’exemple d’Iwase[29], qui a répondu par la négative à
la conjecture de Ganea, la question de Ganea devient naturellement : pour
quels espaces X a-t-on l’égalité cat (X×Sm) = cat X +1 ? Les résultats déja
obtenus sur la conjecture de Ganea sont autant d’éléments de réponses à
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cette question. Récement J. Strom a montré qu’un CW-complexe X (q− 1)-
connexe dont la dimension majorée par q(cat X +1) −2 vérifie cette égalité
[49]. La combinaison des théorèmes 2.3.6 et 4.2.16 dans le cas où f = idX et
de catégorie finie nous permet d’avoir certains exemples.

Nous examinons également les relations entre les catégories de produit et de
produit smash, et nous montrons :

Proposition 4.2.18 Soient f : X // Y et g : X
′ // Y

′ deux appli-
cations continues. Alors pour tout i ≥ 0, on a

1. σicat(f ∧ g) ≤ min{σicatf, σicatg}.
2. max{σicatf, σicatg} ≤ σicat(f × g).
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Chapitre 1

LS-catégories

Dans ce chapitre, nous définissons la catégorie de Lusternik-Schnirelmann
(LS) dans la catégorie Top∗ des espaces topologiques pointés et des appli-
cations continues pointées. Nous allons d’abord aborder l’historique de la
LS-catégorie. Elle fut introduite en 1934 par Lusternik et Schnirelmann sur
une variété (pour minorer le nombre de points critiques d’une fonction dif-
férentiable ) puis fut étendue par R. Fox aux espaces topologiques. Nous
présentons dans ce chapitre la LS-catégorie de cet invariant celle qu’elle a
été caractérisée par T.Ganea, et G. W. Whithehead.

1.1 La LS-catégorie

Soit X ∈ Top∗, un ouvert U ⊂ X contenant le point de base est dit
contractile dans X si l’inclusion U ↪→ X est homotopiquement triviale.

1.2 Équivalence entre les LS-catégories d’un espace
au sens de Ganea et Whitehead

Définition 1.2.1 La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’un espace X ∈
Top∗, notée catX, est le plus petit entier n tel qu’il existe un recouvrement
d’ouverts (Xj)0≤j≤n de X, contractiles dans X.
S’il n’existe aucun entier qui vérifie cette propriété, on pose catX = ∞.

Exemple 1.2.2 – La catégorie d’un espace contractile est nulle.
– La catégorie d’une sphére Sn est 1, car tout simplement il y a deux

ouverts de Sn contractiles dans Sn, et recouvrant Sn.

Caractérisation de Ganea
Considérons la fibration ΩX

i // PX
g // X où PX est l’espace des ap-

plications continues α de [0, 1] dans X telles que α(0) = ∗ et g est définie par
g(α) = α(1), et i l’inclusion de l’espace des lacets. Plus généralement, Ganea
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a défini, par récurrence, une suite de fibrations Fn(X)
in(X) // Gn(X)

gn(X) // X

dans laquelle F0(X) = ΩX, G0(X) = PX, i0(X) = i, et g0(X) = g.
Formons le diagramme :

ΩX

i

��

F1

i1
��

F2

i2
��

Fn

in
��

PX
j0 //

g

!!D
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

G1(X)
j1 //

g1

��3
33

33
33

33
33

33
33

33
33

3
G2(X)

g2

��

// . . . Gn(X)
jn //

gn

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

gn+1

xxqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

X

par les espaces Gn+1(X) s’obtiennent par récurrence de la façon suivante :

1. Fn est la fibre homotopique de gn.

2. jn est la cofibre homotopique de in.

3. Comme gn ◦ in est homotopiquement nulle, alors gn se factorise à ho-
motopie près par Gn+1(X) pour donner gn+1.

4. En particulier G1(X) et ΣΩX ont le même type d’homotopie.

Définition 1.2.3 Soit X un espace. Posons G-catX ≤ n si l’application
gn(X) admet une section homotopique i.e. s’il existe une application s : X // Gn(X)
telle que gn(X) ◦ s ' idX .

Théorème 1.2.4 [19] G-catX=catX.

Remarque 1.2.5
La LS-catégorie de X est un invariant du type d’homotopie de X.

Proposition 1.2.6 ([12]) Si X
f // Y

ρ // Y/X est une cofibration ho-
motopique, on a cat (Y/X) ≤ cat Y +1.

Proposition 1.2.7 ([7]) Si F
i // E

p // B est une fibration, on a cat{E ti CF} ≤ catB.

Démonstration. Cette proposition sera montrée dans un cas plus général
dans la proposition 2.5.8 �

Proposition 1.2.8 Soit X un espace, alors
– cat(Gn(X)) ≤ n pour tout entier n.
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– L’espace Fn(X) a le type d’homotopie de ∗n+1ΩX le produit joint de
ΩX itéré n + 1 fois.

Caractérisation de Whitehead
Soit X un espace. La construction de Whitehead de X, notée Tn(X) (ou
Tn si la confusion n’est pas possible), est obtenue par récurrence comme la
somme amalgamée homotopique suivante :

Tn−1 //

��

Xn × ∗

��

��

Tn−1 ×X //

--

Tn

jn(X)

%%
Xn+1

où Tn(X) := Tn, T 0 = ∗ et jn(X) est induite par la propriété universelle de
la somme amalgamée homotopique.

Remarque 1.2.9

Tn(X) est à homotopie près le sous-espace de Xn+1 appelé le fat wedge de
X défini par Tn(X) = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Xn+1/∃i ∈ {0, . . . , n}/xi = ∗}.
C’est le sous-espace de n+1-uplets dont au moins l’une des composantes est
le point de base. Par exemple, T 1(X) = X ∨X.

Définition 1.2.10 Soit X un espace. Posons W-catX ≤ n si et seulement
si la diagonale ∆n+1

X se factorise à homotopie près via le fat wedge Tn(X).
Autrement dit W-catX = min{n ∈ N/∃Φ : X // Tn(X) ; jn(X) ◦ Φ '
∆n+1

X }. S’il n’existe pas un entier n, alors W-catX = ∞.

Théorème 1.2.11 Soit X un espace, alors l’existence d’une section pour la
nième fibration de Ganea (gn(X)) équivaut à l’existence d’une application
relevant la (n + 1)ième diagonale dans le fat wedge Tn(X).

Démonstration. ([20]) Grâce au produit fibré homotopique suivant :

Gn(X)
γn //

gn(X)

��

Tn(X)

jn(X)

��
X

∆n+1
X

// Xn+1

– Si s : X // Gn(X) existe tel que gn ◦ s ' idX , alors Φ := γn ◦ s est
un relevé de ∆n+1

X .
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– Si Φ : X // Tn(X) existe tel que jn(X) ◦ Φ ' ∆n+1
X alors, par la

propriété universelle du produit fibré homotopique il existe une appli-
cation s : X // Gn(X) telle que gn(X) ◦ s ' idX .

�

Approximations de la catégorie

Définition 1.2.12 Soit X un espace. Considérons le diagramme commutatif
à homotopie près

Gn(X)
γn //

gn(X)

��

Tn(X)

jn(X)

��
X

∆n+1
X //

ρn(X)

��

∆
n+1
X

%%KKKKKKKKKK Xn+1

qn+1

��
Cn

cn(X)
// X(n+1)

dans lequel :
• Cn est la cofibre homotopique de gn(X) et ρn(X) : X −→ Cn l’application
induite.
• X(n+1) est la cofibre homotopique de jn(X) : Tn(X) // Xn+1 . C’est le

produit-smash itéré de (n+1) copies de X, et qn+1 : Xn+1 // X(n+1) est
l’application d’identification. Alors

– G-wcatX (la catégorie faible à la méthode de Ganea ) est le plus petit
entier n tel que l’application ρn(X) est homotopiquement triviale.

– W-wcat X (la catégorie faible à la méthode de Whitehead) est le plus
petit entier n tel que la diagonale réduite ∆n+1

X := qn+1 ◦ ∆n+1
X est

homotopiquement triviale.

Définition 1.2.13 Soit K un corps commutatif et X un espace. L’invariant
de Toomer de l’espace X, noté eK(X), est le plus petit entier n pour lequel
l’application H∗(gn(X)) : H∗(Gn(X); K) // H∗(X; K) , est surjective.

Proposition 1.2.14 Soient X un espace et K un corps commutatif, alors
eK(X) ≤ G-wcatX ≤ catX et W-wcat(X) ≤ G-wcatX ≤ catX.

Nous avons vu qu’il y avait égalité des catégories d’un espace quelconque
au sens de Ganea et Whitehead. Mais pour la catégorie faible, il n’y a pas
d’égalité.
Cependant, à partir du diagramme précédent, nous voyons que ρn(X) est
homotopiquement triviale, implique que ∆n+1

X est homotopiquement triviale,
i.e. on a W-wcat X ≤ G-wcat X.
L’invariant de Toomer eK et la catégorie faible au sens de Whitehead W-
wcat ne sont pas comparables, par exemple les espaces X = S3

⋃
α e7 et
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Y = s2
a∨s2

b

⋃
β e5, où α ∈ π6(s3) est un élément d’ordre 4 et β = [ia, [ia, ib]] ∈

π4(s2
a ∨ s2

b) est le crochet de Whitehead itéré des inclusions, vérifient les
propriétés suivantes :{

W−wcat(X)=2 et eK(X) = 1
W−wcat(Y)=1 et eK(Y ) = 2

Les égalités eK(X) = 1, W-wcat(X) = 2, et eK(Y ) = 2 sont prouvées dans
[56]. L’égalité W-wcat(Y ) = 1 est prouvée dans [5]. Comme annoncé dans la
proposition 1.2.14 on a bien : W-wcat(Y ) = 1 < eK(Y ) = 2 ≤ G-wcat(Y ).

1.3 Équivalence des LS-catégories d’une application
au sens de Ganea et Whitehead

Définition 1.3.1 Soit f : X // Y une application continue, alors la
catégorie de Lusternik-Schnirelmann de f , notée cat f , est le plus petit entier
n tel qu’il existe un recouvrement de (n+1) ouverts (Uj)0≤j≤n de X pour
lequel la restriction f |Uj est homotopiquement nulle pour tout j. Dans le
cas où f = idX , nous retrouvons la définition de la catégorie de Lusternik-
Schnirelmann de l’espace X.

Exemple 1.3.2 La catégorie d’une application homotopiquement triviale est
nulle.

Construction de Ganea

Définition 1.3.3 Soit f : X // Y une application continue. Alors cat f

≤ n si et seulement s’il existe une application s : X // Gn(Y ) qui rend
le triangle suivant commutatif à homotopie près.

Gn(Y )

gn(Y )

��
X

f
//

s
77ooooooooooooo

Y

Proposition 1.3.4 ([3]) Soient f : X // Y et g : Y // Z deux ap-
plications continues, alors on a :

1. cat f ≤ min{cat X, cat Y }.
2. cat (idX) = cat X.
3. cat (g ◦ f) ≤ min{cat g, cat f}.
4. cat f0 = cat f1 si f0 est homotope à f1.

Proposition 1.3.5 Soit X
f // Y

g // X tel que g ◦ f ' idX , alors
cat f ≤ cat g = cat X.
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Démonstration.

Supposons que cat g ≤ n et notons s : Y // Gn(X) un relèvement de g à
Gn(X) tel que gn(X) ◦ s ' g. Dans le diagramme commutatif à homotopie
près suivant :

Gn(X)
Gn(f) //

��

Gn(Y )

gn(Y )

��
X

f //

f

44Y

s
;;xxxxxxxxx g // X

f // Y

notons s′ := Gn(f) ◦ s ◦ f . L’application f est homotope à gn(Y ) ◦ s′, d’où
cat f ≤ n.

Supposons que cat g ≤ n et notons s : Y // Gn(X) un relèvement de g

à Gn(X) tel que gn(X) ◦ s ' g.
Dans le diagramme commutatif à homotopie près suivant :

Gn(X)

gn(X)

��
X

s′
11

f //

idX

66Y

s
;;xxxxxxxxx g // X

notons s′ := s ◦ f . L’application gn(X) ◦ s′ est homotope à idX , d’où cat X
≤ n. L’inégalité dans l’autre sens est immédiate par 1.3.4. �

Construction de Whitehead

Définition 1.3.6 Soit f : X // Y une application continue. Alors W-
cat f ≤ n si et seulement s’il existe une application g : X // Tn(Y )
rendant commutatif à homotopie près le diagramme suivant :

X
g //

f

��

Tn(Y )

jn(Y )

��
Y

∆n+1
Y // Y n+1

˙

Théorème 1.3.7 Soit f : X // Y une application continue, alors l’exis-
tence d’une application s : X // Gn(Y ) , telle que gn(Y )◦ s est homotope

à f équivaut à l’existence d’une application g : X // Tn(Y ) , telle que
jn(Y ) ◦ g est homotope à ∆n+1

Y ◦ f .
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Démonstration.
• Supposons que s : X // Gn(Y ) existe tel que le triangle suivant com-
mute à homotopie près :

Gn(Y )

gn(Y )

��
X

f
//

s
77ooooooooooooo

Y

Grâce au carré commutatif à homotopie près,

Gn(Y )
γn(Y ) //

gn(Y )

��

Tn(Y )

jn(X)

��
Y

∆n+1(Y )
// Y n+1

nous obtenons l’application g := γn(Y ) ◦ s qui rend le carré suivant
commutatif à homotopie près

X
g //

f

��

Tn(Y )

jn(Y )

��
Y

∆n+1
Y // Y n+1

• Supposons que g : X // Tn(Y ) existe tel que le carré suivant commute
à homotopie près

X
g //

f

��

Tn(Y )

jn(Y )

��
Y

∆n+1
Y // Y n+1

Grâce au produit fibré homotopique suivant,

X g

&&

f

��

s

##
Gn(Y ) //

gn(Y )

��

Tn(Y )

��
Y // Y n+1

nous obtenons l’application s demandée. �

Catégorie relative
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Définition 1.3.8 Soient X un espace, et Y un sous espace de X. Alors la
catégorie relative de (X, Y), notée cat (X, Y ) est le plus petit entier n tel qu’il
existe un recouvrement de (n+1) ouverts (Uj)0≤j≤n de X dans lesquels pour
tout j, 0 ≤ j ≤ n, l’inclusion Uj

� � // X se factorise par Y comme suit :

Y

��?
??

??
??

?

Uj

??~~~~~~~
� � // X

Remarque 1.3.9

Par définition, Tn(X, Y ) est le sous-espace de Xn+1 appelé le fat wedge de X
sur Y défini par Tn(X, Y ) = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Xn+1/∃i ∈ {0, . . . , n}/xi ∈
Y }. C’est le sous-espace de n+1-uplets dont au moins l’une des composantes
appartient à Y.

Théorème 1.3.10 Soient X un espace, Y un sous espace de X. Alors la caté-
gorie relative cat(X,Y) est le plus petit entier n tel qu’il existe une application
continue g rendant commutatif à homotopie près le diagramme suivant :

X
g //

∆n+1
X

PPPPP

((PPPPP

Tn(X, Y )

��
Xn+1

Si Z ⊂ Y , alors cat(X, Y ) ≤ cat(X, Z). En particulier, cat(X, Y ) ≤ cat(X, ∗) =W-
cat X.

Proposition 1.3.11 Soit F
i // E

p // B une fibration, alors W-cat p
= cat (E,F).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du produit fibré homo-
topique suivant :

Tn(E,F ) //

��

En+1

pn+1

��
Tn(B) // Bn+1

�

Proposition 1.3.12 [12] Soit A
i // X

q // X/A une cofibration fer-
mée, alors cat(X/A) ≤ cat(X, A) + 1.

Le théorème suivant montre l’équivalence de la catégorie d’une application
définie par la méthode de Lusternik-Schnirelmann et celle défini par la mé-
thode de Whitehead.
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Théorème 1.3.13 Soit f : X // Y une application continue telle que
X est un espace normal connexe par arc et Y est un espace ayant un point
de base non dégénéré.

Démonstration. Adaptation immédiate du théorème pour les catégories
d’espaces [31]. �
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Chapitre 2

La σ-catégorie d’une
application

Dans le chapitre 1, nous avons vu que pour une application continue
f : X // Y , la fibration de Ganea gn(Y ) : Gn(Y ) // Y permet de
caractériser la catégorie de l’application f en termes de déformation dans la
nème fibration de Ganea Gn(Y ).

Nous nous intéressons dans ce chapitre à l’information contenue dans les
suspensions successives de l’application f et des fibrations de Ganea. Nous
rappelons la σicat d’un espace X quelconque définie par L. Vandembroucq,
puis nous définissons notre version de la σi-catégorie d’une application.

2.1 Lemmes

Commençons par rappeler deux propriétés classiques des sommes amal-
gamées homotopiques, et des produits fibrés homotopiques.

Lemme 2.1.1 [39] Supposons le diagramme suivant commutatif à homoto-
pie près.

A //

��

B //

��

C

��
D // E // F

1. Si le carré à gauche est une somme amalgamée homotopique, alors le
carré à droite est une somme amalgamée homotopique si et seulement
si le grand carré est une somme amalgamée homotopique.

2. Si tous les espaces sont CW -complexes, A est connexe, et B et D sont
1-connexes, et le carré à droite et le grand carré sont des sommes amal-
gamées homotopiques, alors le carré à gauche est une somme amalga-
mée homotopique.
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3. Si le carré à droite est un produit fibré homotopique, alors le carré à
gauche est un produit fibré homotopique si et seulement si le grand
carré est un produit fibré homotopique.

Lemme 2.1.2 [39] (Lemme du cube)
Soit (C) un cube homotopiquement commutatif dans Top∗

A′ //

~~}}
}}

}}
}}

��

B′

~~||
||

||
||

��

C ′ //

��

D′

��

A //

~~||
||

||
||

B

}}||
||

||
||

C // D

1. Supposons :

Les deux faces arrière et de gauche sont des produits fibrés
homotopiques.
Les deux faces du haut et du bas sont des sommes amalga-
mées homotopiques.

Alors les deux faces avant et de droite sont des produits fibrés homoto-
piques.

2. Supposons :

Les quatre faces verticales sont des produits fibrés homoto-
piques.
La face du bas est une somme amalgamée homotopique

Alors la face du haut est une somme amalgamée homotopique.

2.2 Suspension d’application

Définition 2.2.1 Soit X un espace quelconque. Pour tout i ≥ 0, σicatX est
le plus petit entier n pour lequel l’application Σign(X) : ΣiGn(X) // ΣiX
a une section homotopique.

Proposition 2.2.2 [56] Soit X un espace 1-connexe. Pour i et j, 1 ≤ i ≤ j,
et pour tout corps K, alors
eK(X) ≤ σcatX ≤ σjcatX ≤ σicatX ≤ σ1catX ≤ catX.

Remarque 2.2.3 La σi-catégorie de X est un invariant du type d’homotopie
de X.
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Proposition 2.2.4 Soit f : X // Y une application continue et i ≥ 0,
si Σif a une section homotopique, alors σicatY ≤ σicatX.

Démonstration. Soit h : ΣiY // ΣiX une section homotopique de
Σif telle que Σif ◦ h ' idΣiY . Supposons que σicat X ≤ n et soit s :

ΣiX // ΣiGn(X) une section homotopique de Σign(X). D’après le dia-
gramme commutatif à homotopie près suivant :

ΣiGn(X)

Σign(X)

��

ΣiGn(f) // ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��
ΣiY

s′

22

h // ΣiX
idΣiX //

s

;;wwwwwwwwwwwwwwwwww
ΣiX

Σif // ΣiY

dans lequel s′ := ΣiGn(f) ◦ s ◦ h, nous obtenons que σicat Y ≤ n. �

Corollaire 2.2.5 Soit Y
g // X

f // Y tel que f ◦ g ' idY (X domine
Y), alors σicatY ≤ σicatX pour tout i ≥ 0.

Lemme 2.2.6 Soit X
f // Y

q // Cf , une cofibration homotopique dont
la suite de Puppe est

X
f // Y

q // Cf
ρ // ΣX

Σf // ΣY
Σq // ΣCf // . . .

Parmi les 4 conditions suivantes, les trois premières sont équivalentes et
impliquent la quatrième,

1. q est homotopiquement trivial,

2. La cofibration Cf
ρ // ΣX

Σf // ΣY est homotopiquement triviale,i.e.
ΣX ' Cf ∨ ΣY ,

3. ρ a une rétraction homotopique,

4. Σf a une section homotopique.

Si de plus les espaces sont des CW -complexes 1-connexes, alors la quatrième
propriété implique les trois premières propriétés précédentes.
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Démonstration.
• 1) =⇒ 2) On a le diagramme commutatif à homotopie près suivant

Y
q //

!!C
CC

CC
CC

C

��

Cf

ρ

��

∗

��

<<yyyyyyyyy

∗

!!C
CC

CC
CC

C // ΣX

ΣY

<<

où l’application ΣY // ΣX est induite par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique.
Comme le carré du fond et le carré à gauche sont des sommes amalgamées
homotopiques, le lemme 2.1.1 implique que le carré à droite est aussi une
somme amalgamée homotopique,

∗ //

��

Cf

��
ΣY // ΣX

i.e. ΣX ' ΣY ∨ Cf .
• 2) =⇒ 3) Le diagramme plein suivant est commutatif à homotopie près

∗ //

��

Cf

ρ

�� idcf

��

ΣY //

cte
//

ΣX

δ
!!
Cf

Nous obtenons δ par la propriété universelle de la somme amalgamée homo-
topique.
• 3) =⇒ 1) Supposons que l’application ρ a une rétraction homotopique, i.e.
il existe une application δ : ΣX // Cf telle que δ ◦ ρ ' idCf

. D’autre
part l’application ρ représente une cofibre homotopique de l’application q,
en particulier ρ ◦ q ' 0. Ceci implique que q ' idCf

◦ q ' δ ◦ ρ ◦ q ' 0.
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• 2) =⇒ 4) Dans le diagramme commutatif à homotopie près suivant,

∗ //

��

Cf

ρ

��

// ∗

��
ΣY

ξ //

idΣY

66ΣY ∨ Cf ' ΣX
Σf // ΣY

les deux carrés de gauche et de droite sont des sommes amalgamées homoto-
piques, le lemme 2.1.1 implique que le grand carré est une somme amalgamée
homotopique, ce qui montre que ξ est la section homotopique de Σf .
• 4) =⇒ 2) Dans le diagramme commutatif à homotopie près suivant :

∗ //

��

Cf //

��

∗

��
ΣY // ΣX // ΣY

le grand carré et le carré à droite sont des sommes amalgamées homotopiques,
le lemme 2.1.1 implique que le carré à gauche est aussi une somme amalgamée
homotopique i.e. ΣX ' ΣY ∨ Cf . �

Corollaire 2.2.7 Soient X
f // Y

q // Cf , une cofibration homotopique,
et i ≥ 1. Parmi les 4 conditions suivantes :

1. Σi−1q est homotopiquement triviale,

2. La cofibration Σi−1Cf
Σi−1ρ // ΣiX

Σif // ΣiY est homotopique-
ment triviale i.e. ΣiX ' ΣiY ∨ Σi−1Cf ,

3. Σi−1ρ a une rétraction homotopique,

4. Σif a une section homotopique,

les trois premières sont équivalentes et impliquent la quatrième.

Si de plus les espaces sont des CW -complexes 1-connexes, alors la quatrième
propriété implique les 3 premières propriétés précédentes.

Proposition 2.2.8 Soit X un espace 1-connexe, l’application cn(X) : X // Cn(X)
est la cofibre homotopique de gn(X). Pour tout i ≥ 1, on a σicatX ≤ n si
et seulement si l’application Σi−1X // Σi−1Cn(X) est homotopiquement
triviale. En particulier σ1cat X = G-wcat X si X est un CW -complexe.
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Démonstration. Pour la cofibration homotopique Gn(X)
gn(X) // X

cn(X) // Cn(X) ,
d’après le corollaire 2.2.7, Σign(x) a une section homotopique équivaut à
Σi−1cn(X) est homotopiquement triviale. �

Définition 2.2.9 Soit f : X // Y une application continue. La σi-catégorie
de f , notée σicatf , est le plus petit entier n pour lequel Σif factorise par la
ième suspension du nième espace de Ganea Gn(Y ). i.e. il existe une appli-
cation s : ΣiX // ΣiGn(Y ) qui rend le triangle suivant

ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��
ΣiX

Σif
//

s
66mmmmmmmmmmmmm

ΣiY

commutatif à homotopie près

– S’il n’existe pas un tel entier n, on pose : σicatf = ∞.
– La σ-catégorie de f est le nombre σcatf :=min{σicatf , pour tout

i ∈ N}.
– σ0catf = catf .

Remarque 2.2.10 La catégorie σicat f généralise la version absolue en 2.2.1
car σicat (idX) = σicat X.

Proposition 2.2.11 Soit f : X // Y , i ∈ N , alors :

1. σicat f ≤ min {σicat X, σicat Y }.

2. σicat (g ◦ f) ≤ min{σicat f , σicat g}, où g : Y // Z .

3. σicat h0 = σicat h1, si h0 est homotope à h1.

4. σcat f ≤ . . . ≤ σi+1cat f ≤ σicat f ≤ . . . . . . ≤ σ0cat f = cat f .

Démonstration.

1. Supposons que σicat X ≤ n, alors il existe une application conti-
nue s : ΣiX // ΣiGn(X) , tel que Σign(X) ◦ s ' idΣiX . Notons
s′ := ΣiGn(f) ◦ s, l’application Σif est homotope à Σign(Y ) ◦ s′ ce qui
montre que σicat f ≤ n.
Supposons que σicat Y ≤ n, donc l’application Σign(Y ) a une section
homotopique s : ΣiY // ΣiGn(Y ) . Notons s′ := s ◦ Σif , l’applica-
tion Σif est homotope à Σign(Y ) ◦ s′, ce qui montre que σicat f ≤ n,
donc σicat f ≤ min {σicat X, σicat Y }.
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2. Soit g : Y // Z une application continue. Supposons que σicat f

≤ n, i.e. il existe une application s : ΣiX // ΣiGn(Y ) tel que
Σign(Y ) ◦ s ' Σif . Notons s′ := ΣiGn(g) ◦ s, l’application Σi(g ◦ f)
est homotope à Σign(Z) ◦ s′, alors σicat (g ◦ f) ≤ n.
Supposons que σicat g ≤ n, i.e. il existe une application s : ΣiY // ΣiGn(Z)
tel que Σign(Z) ◦ s ' Σig. Notons s′ := s ◦Σif , l’application Σi(g ◦ f)
est homotope à Σign(Z) ◦ s′, alors σicat (g ◦ f) ≤ n, donc σicat (g ◦ f)
≤ min{σicat f , σicat g}.

3. Si f0 ' f1, Σif0 ' Σif1, donc si on a Σign(Y ) ◦ s ' Σif0, on a aussi
Σign(Y ) ◦ s ' Σif1 par transitivité à l’homotopie.

4. Soit 0 ≤ i ≤ j, tel que σicat f ≤ n, alors il existe une application
s : ΣiX // ΣiGn(Y ) tel que le triangle suivant est commutatif à
homotopie près

ΣiGn(Y )

Σign(Y )
��

ΣiX

s
99ttttttttt Σif // ΣiY

Il suffit d’appliquer Σj−i sur le triangle précédent pour montrer que
σjcat f ≤ n, ce qui montre que σjcat f ≤ σicat f .

�

Remarque 2.2.12 D’après la proposition 2.2.11 (3), la σi-cat f est un in-
variant homotopique.

Proposition 2.2.13 Soit X
f // Y

g // X , tel que g ◦ f ' idX , alors
pour tout i ≥ 0, σicatf = σicatg = σicatX ≤ σicatY .

Démonstration. Supposons que σicatf ≤ n i.e. il existe une application
s : ΣiX // ΣiGn(Y ) , qui rend le triangle suivant :

ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��
ΣiX

Σif
//

s
66mmmmmmmmmmmmm

ΣiY

commutatif à homotopie près.
Le diagramme homotopiquement commutatif suivant :

ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��

ΣiGn(g) // ΣiGn(X)

Σign(X)

��
ΣiX

Σif
//

s
99ttttttttt

idΣiX

Q S V X Z

77

d f h k m
ΣiY

Σig
// ΣiX
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montre que σicatX ≤ n, le lemme 2.2.11 implique σicatf = σicatX.
D’autre part on a : σicat f = σicat X = σicat (idX) = σicat (g ◦f) ≤ σicat g
≤ min{σicat X, σicat Y } d’où le résultat. �

2.3 Caractérisation d’épimorphisme

Proposition 2.3.1 Soit f : X // Y un épimorphisme, alors pour tout
i ≥ 1, Σif a une section homotopique.

Démonstration. La suite de Puppe de f est

X
f // Y

q // Cf
δ // ΣX

Σf // ΣY
Σq // ΣCf

Σδ // . . .

Comme q ◦ f ' 0 et f un épimorphisme, alors q ' 0. D’après le lemme
2.2.6, Σf a une section homotopique. Et par conséquence Σif a une section
homotopique pour tout i ≥ 1. �

Corollaire 2.3.2 Soit f : X // Y un épimorphisme, alors pour tout
i ≥ 0 Σif est aussi un épimorphisme.

Proposition 2.3.3 Soit f : X // Y une application continue. Si f est
un épimorphisme homotopique, alors pour tout i ≥ 1 σicatf = σicatY .

Démonstration. D’après 2.2.11, il suffit de démontrer que σicatY ≤
σicatf . Puisque f est un épimorphisme ; ceci implique que Σif (i ≥ 1) a
une section homotopique. Supposons que σicatf ≤ n i.e. nous avons l’appli-
cation s qui rend le triangle suivant commutatif à homotopie près

ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��
ΣiX

Σif
//

s
66mmmmmmmmmmmmm

ΣiY

Notons α : une section homotopique de Σif . L’application s ◦ α est une
section homotopique de Σign(Y ). Ceci implique que σicatY ≤ n i.e. σicatf =
σicatY . �

Corollaire 2.3.4 Sous les hypothèses de la proposition 2.3.3.
Pour tout i ≥ 1, σicat Y ≤ σicat X.

Lemme 2.3.5 Soit A
ι // B

ρ // C une cofibration dans laquelle tous les
espaces sont 1-connexes. Notons F la fibre homotopique de ρ, X : F // B
l’application induite et d : A // F un relèvement de ι (d induite par
la propriété universelle du produit fibré homotopique) i.e. X et d vérifient
X ◦ d ' ι. Si A et C sont respectivement (a − 1) et (c − 1)-connexes, alors
l’application d est une (a + c− 2)-équivalence.
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Démonstration. On peut toujours supposer que la cofibration homoto-
pique A

ι // B
ρ // C est une vraie cofibration. Convertissons l’appli-

cation ρ : B // C en fibration et notons X ′ : F // Pρ = CI ×C B

l’inclusion de la fibre

F
X ′
// Pρ

�� ��@
@@

@@
@@

A

d

OO

ι // B

e '
OO

ρ // C

où CI est l’espace des chemins libres sur C.

L’application X : F // B de l’énoncé est la composée F
X ′
// Pρ

pr // B .
Par le lemme des cinq appliqué aux longues suites exactes d’homotopie des
paires (Pρ,F) et (B,A), l’application d est une a + c − 2 équivalence si et
seulement si l’application de paires e : (B,A) // (Pρ, F ) est une a+c−1
équivalence. La paire (B,A) et l’espace A sont respectivement (c−1)-connexe
et (a − 1)-connexe. Il résulte donc du théorème d’excision homotopique de
Blakers-Massey que l’application d’identification ρ : (B,A) // (C, ∗) est

une a+c−1 équivalence. Puisque l’application % : (Pρ, F ) // (C, ∗) induit
un isomorphisme en homotopie, le diagramme commutatif suivant implique
que l’application e est une (a + c− 1)- équivalence.

(B,A) e //

ρ

��

(Pρ, F )

%

��
(C, ∗) (C, ∗)

�

Théorème 2.3.6 Soit f : X // Y un épimorphisme où Y est (q − 1)-
connexe, avec (q ≥ 2). Pour tout i ≥ 0, si σicatf = n et dimY ≤ q(n+1)−2,
on a :

1. σicatf = σicatY .
2. σi+pcatf = σicatf pour tout p ≥ 0.

Démonstration.
1. D’après 2.3.3, il suffit de montrer le cas i = 0.
• Si n = 0, alors l’application f est homotopiquement nulle, i.e. f se
factorise par une application constante comme suit :

∗
cte

��@
@@

@@
@@

X
f //

>>~~~~~~~
Y
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l’application f est un épimorphisme, alors l’application cte est un épi-
morphisme aussi, ceci implique que idY est homotopiquement nulle,
donc cat Y = 0.
• Si n ≥ 1, par hypothèse il existe une application s : X // Gn(Y )
qui rend le triangle suivant commutatif à hommotopie près

Gn(Y )

gn(Y )

��
X

f
//

s
77ooooooooooooo

Y

notons :
– Cf la cofibre homotopique de f .
– Cn(Y ) la cofibre homotopique de gn(Y ).

F

l

��
Gn(Y )

gn(Y ) //

d

77ooooooooooooo
Y

cn(Y ) // Cn(Y )

X

s

OO

f // Y

=

OO

g // Cf

OO

Dans ce diagramme commutatif à homotopie près,
– F est la fibre homotopique de cn(Y ).
– d est un relèvement homotopique de gn(Y ) (induit par la propriété

universelle du produit fibré homotopique) i.e. l ◦ d ' gn(Y )
Puisque Gn(Y ) et Cn(Y ) sont respectivement (q − 1) et (qn − 1)-
connexes, il découle du lemme 2.3.5 que d est une q(n + 1) − 2 équi-
valence. L’hypothèse de dimension implique alors que l’application
dς : [Y, Gn(Y )] // [Y, F ] est surjective. Par ailleurs, puisque f est
un épimorphisme, l’application g est homotopiquement triviale, ce qui
implique que l’application cn(Y ) est aussi homotopiquement triviale,
implique F ' Y × ΩCn(Y ) donc l’application l admet une section ho-
motopique ξ : Y // F . D’après la surjectivité de dς , il existe une
application β : Y // Gn(Y ) , telle que dς(β) = d ◦ β = ξ.
L’application β est une section homotopique de gn(Y ) i.e. catY = catf

2. Il suffit de travailler à p = 1. Supposons que σi+1catf ≤ n − 1 i.e.
il existe une application s : Σi+1X // Σi+1Gn−1(Y ) qui rend le
triangle suivant commutatif à homotopie près

Σi+1Gn−1(Y )

Σi+1gn−1(Y )

��
Σi+1X

Σi+1f
//

s
55kkkkkkkkkkkkkk

Σi+1Y
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Le diagramme commutatif à homotopie près suivant est construit comme
dans la première partie de la preuve.

F

l
��

Σi+1Gn−1(Y )
Σi+1gn−1(Y ) //

d

55kkkkkkkkkkkkkkkkk

Σi+1Y
Σi+1cn−1(Y ) // Σi+1Cn−1(Y )

Σi+1X

s

OO

Σi+1f // Σi+1Y

=

OO

Σi+1g // Σi+1Cf

OO

Par le même chemin de la démonstration de la partie précédente, nous
avons
σi+1catY ≤ n − 1. Or, c’est impossible car L. Vandembroucq ([55]
proposition 1.5) a montré que σi+1catY = σicatY , ce qui prouve que
σi+1catf = n.

�

Corollaire 2.3.7 Sous les hypothèses du théorème 2.3.6., si catf est finie
(catf < ∞), alors σcatf = catf = catY .

Définition 2.3.8 Soit X un espace. Alors σiepi(X) ≤ n si et seulement si
Σign(X) : ΣiGn(X) // ΣiX est un épimorphisme.

Proposition 2.3.9 Soient X un espace et wcat X la catégorie faible de l’es-
pace X.
Alors σiwcat X ≤ σiepi(X) ≤ σicat X.

Démonstration. Supposons que σicat X ≤ n i.e. l’application Σign(X)
admet une section homotopique, ceci implique que Σign(X) est un épimor-
phisme ce qui montre que σiepi(X) ≤ n.
Supposons que σiepi(X) ≤ n i.e. l’application Σign(X) est un épimorphisme.
Notons cn(X) la cofibre homotopique de l’application gn(X). D’après la suite
de Puppe Σicn(X) est la cofibre homotopique de Σign(X) comme suit :

. . . // ΣiGn(X)
Σign(X) // ΣiX

Σicn(X) // ΣiCn(X) // . . .

L’application Σicn(X)◦Σign(X) est homotopiquement triviale. Comme l’ap-
plication Σign(X) est un épimorphisme alors l’application Σicn(X) est ho-
motopiquement nulle ce qui montre que σiwcat X ≤ n. �

Proposition 2.3.10 Soit f : X // Y un épimorphisme.
Si epi(Y ) = cat(Y ), alors cat f = cat Y .
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Démonstration. Il suffit de montrer que cat Y ≤ cat f . Supposons que
catf ≤ n, alors il existe une application s : X // Gn(Y ) qui rend le
triangle suivant commutatif à homotopie près

Gn(Y )

gn(Y )

��
X

f
//

s
77ooooooooooooo

Y

L’application f est un épimorphisme implique que gn(Y ) est un épimor-
phisme. D’après l’hypothèse : catY = epi(Y ) ≤ n. �

Conjecture Soit f : X // Y un épimorphisme, nous conjecturons que
catf = catY . D’après [22], si Y est formel alors cette conjecture est vraie.

2.4 Généralisation du lemme de Puppe

Le lemme suivant représente une généralisation du lemme de Puppe 2.2.6.

Lemme 2.4.1 Soient i : A // B et i
′

: A
′ // B

′ deux applications
continues.
Soient α et β, deux applications rendant commutatif à homotopie près le
carré suivant :

A
i //

α

��

B

β
��

A′
i′
// B′

Considérons les cofibrations homotopiques A
i // B

ρ // C et A
′ i

′
// B

′ ρ
′
// C

′ .
Leurs suites de Puppe sont respectivement :

A
i // B

ρ // C
δ // ΣA

Σi // ΣB
Σρ // ΣC . . .

et

A′ i′ // B′ ρ
′
// C ′ δ

′
// ΣA′ Σi′ // ΣB′ Σρ

′
// ΣC ′ . . .

Le diagramme en traits pleins suivant est commutatif à homotopie près où γ
est induite par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique

A
i //

α

��

B
ρ //

β
��

C
δ //

γ

��

ΣA
r

||

Σi //

Σα
��

ΣB
ξ

{{
Σβ
��

// . . .

A′
i′
// B′

ρ
′
// C ′

δ
′
// ΣA′

Σi′
// ΣB′ // . . .

Parmi les 4 conditions suivantes :
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1. γ ◦ ρ est homotopiquement triviale,

2. ΣA ∨C C ′ ' ΣB ∨ C ′,

3. il existe r : ΣA // C ′ tel que r ◦ δ ' γ,

4. il existe ξ : ΣB // ΣA′ tel que Σi′ ◦ ξ ' Σβ,

Les trois premières sont équivalentes et impliquent la quatrième.

Démonstration.
• 1) =⇒ 2) Considérons le cube commutatif à homotopie près

B
ρ //

}}{{
{{

{{
{{

��

C

γ
yyttttttttttt

δ

��

∗ //

��

C ′

��

∗ //

}}{{
{{

{{
{{

ΣA

hyy
ΣB // ΣB ∨ C ′

où l’application h est induite par la propriété universelle de la somme amal-
gamée homotopique. Dans le diagramme suivant

B //

��

∗ //

��

C ′

��
∗ // ΣB // ΣB ∨ C ′

les deux carrés sont des sommes amalgamées homotopiques, le lemme 2.1.1
implique que le grand rectangle est aussi une somme amalgamée homoto-
pique. Le grand rectangle et le carré de gauche du diagramme suivant

B //

��

C //

��

C ′

��
∗ // ΣA // ΣB ∨ C ′

sont des sommes amalgamées homotopiques, le lemme 2.1.1 implique que le
carré de droite est aussi une somme amalgamée homotopique, ce qui montre
que ΣA ∨C C ′ ' ΣB ∨ C ′.
• 2) =⇒ 3) Dans le diagramme suivant, l’application h′ est obtenue par la
propriété universelle de la somme amalgamée homotopique du carré construit
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sur ΣB oo ∗ // C ′

C
γ //

δ
��

C ′

��

idC′



∗

��

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

ΣA
k // ΣA ∨C C ′

h′

$$
ΣB

44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
cte

11 C ′

Notons r := h′ ◦ k : ΣA // C ′ , l’application r ◦ δ est homotope à γ.
• 3) =⇒ 1) γ ◦ ρ ' r ◦ δ ◦ ρ ' r ◦ 0 ' 0.
• 2) =⇒ 4) Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près

∗

%%KKKKKKKKKKK

��

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

C
γ //

δ

��

C
′

t

��

//

δ
′



∗

��

ww

ΣB

=

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

l

$$JJJJJJJJJ

ξ

**

ΣA
h //

Σα

--

Σi

''

Σi //

ΣB ∨ C
′

b

%%JJJJJJJJJ p
// ΣB

Σβ

����
��
��
��
��
��
��
��

r′

����
��
��
��
��
��
��
��

ΣB

Σβ //

ΣA′

Σi′

##F
FFFFFFF

ΣB′

dans lequel l’application b : ΣB ∨ C ′ // ΣA′ est obtenue par la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique du diagramme suivant

C
γ //

��

C ′

�� δ′

��

ΣA //

Σα //

ΣB ∨ C ′

b

%%
ΣA′

Notre but est de trouver ξ : ΣB // ΣA′ tel que Σi′ ◦ ξ ' Σβ.
Notons ξ := b ◦ l. Il reste à montrer que Σi′ ◦ ξ ' Σβ.
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Dans le grand diagramme, le grand carré de derrière et le carré de derrière à
gauche, sont des sommes amalgamées homotopiques. Donc le carré à droite
est une somme amalgamée homotopique, ce qui montre que le grand carré
de devant est une somme amalgamée homotopique et p ◦ h ' Σi.
Donc dans le diagramme homotopiquement commutatif suivant,

C
γ //

δ
��

C ′ //

��

∗

��

��

ΣA
h //

Σi ))

ΣB ∨ C ′ p //

Σi′◦b //

ΣB
Σβ

��r′ ''
ΣB

Σβ

44 ΣB′

tous les carrés sont des sommes amalgamées homotopiques dans lesquelles
– Σβ est la flèche induite par la propriété universelle de la somme amal-

gamée homotopique du grand carré.
– L’application r′ est la flèche induite par la propriété universelle de la

somme amalgamée homotopique du carré de droite.
Σβ et r′ rendant les deux triangles du grand carré commutatifs à homotopies
près, par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique, nous
avons Σβ ' r′.
Dans le grand diagramme au-dessus nous avons Σi′ ◦ ξ ' r′ ◦p◦ l ' r′ ' Σβ.
�

Remarque 2.4.2 Sous les mêmes hypothèses du lemme précédent, nous mon-
trons par un contre exemple que la quatrième propriété n’implique pas les trois
premières propriétés (4) 6=⇒ 1)).
En effet
Soit f ∈ π9(S5) = Z2 une application non nulle, alors l’application Σf ∈
π10(S6) = 0
Le diagramme commutatif à homotopie prés suivant :

∗ //

��

S9
idS9 //

f
��

S9 //

f
��

∗ //

��

S10

ξ

~~
Σf
��

// . . .

∗ // S5
idS5

// S5 // ∗ // S6 // . . .

montre que la quatrième propriété n’implique pas la première propriété, car
f ◦ idS9 ' f n’est pas homotopiquement nulle.

Définition 2.4.3 Soient f : X // Y une application continue, notons
σiwcat f la σi-catégorie faible de l’application f :
σiwcat f ≤ n si et seulement si Σiγ ◦ Σicn(X) est homotopiquement nulle
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Gn(X)
gn(X) //

Gn(f)

��

X
cn(X) //

f

��

Cn(X) . . .

γ

��

// ΣiGn(X)
Σign(X) //

ΣiGn(f)
��

ΣiX
Σicn(X) //

Σif

��

ΣiCn(X) . . .

Σiγ
��

Gn(Y )
gn(Y ) // Y

cn(Y ) // Cn(Y ) . . . // ΣiGn(Y )
Σign(Y ) // ΣiY

Σicn(Y ) // ΣiCn(Y ) . . .

où l’application γ est induite par la propriété universelle de la somme amal-
gamée homotopique.

Proposition 2.4.4 Soit f : X // Y une application continue. Alors
pour tout i ≥ 1, σicat f ≤ σi−1wcat f ≤ σi−1cat f .

Démonstration. Supposons que σi−1cat f ≤ n alors il existe une applica-
tion s : Σi−1X // Σi−1Gn(Y ) telle que Σi−1gn(Y )◦s ' Σi−1f . On a alors
Σi−1γ ◦ Σi−1cn(X) ' Σi−1cn(Y ) ◦ Σi−1f ' Σi−1cn(Y ) ◦ Σi−1gn(Y ) ◦ s ' 0
ce qui montre que σi−1wcat f ≤ n.
Supposons que σi−1wcat f ≤ n. Dans le diagramme commutatif à homotopie
près suivant

. . .Σi−1Gn(X)
Σi−1gn(X) //

Σi−1Gn(f)
��

Σi−1X
Σi−1cn(X) //

Σi−1f

��

Σi−1Cn(X)

Σi−1γ
��

Σi−1δ // ΣiGn(X)
Σign(X) //

ΣiGn(f)
��

ΣiX . . .
ξ

vv
Σif

��
. . .Σi−1Gn(Y )

Σi−1gn(Y ) // Σi−1Y
Σi−1cn(Y ) // Σi−1Cn(Y )Σi−1δ′ // ΣiGn(Y )

Σign(Y ) // ΣiY . . .

comme l’application Σi−1γ◦Σi−1cn(X) est homotopiquement nulle, le lemme
2.4.1 implique qu’il existe une application ξ : ΣiX // ΣiGn(Y ) tel que
Σign(Y ) ◦ ξ ' Σif .
L’application ξ est la relevée cherchée. �

2.5 Variations de Ganea et Whitehead de la L-S
catégorie

Dans cette section nous donnerons quatre versions équivalentes de la méthode
de Ganea et Whitehead pour une application quelconque, en généralisant ces
versions à la σi-catégorie.

Définition 2.5.1 Soient f : X // Y une application continue et i ≥ 0
alors

• σiG1cat f ≤ n si elle vérifie la condition suivante :
G1) L’application Σif : ΣiX // ΣiY se factorise à homotopie près par
la ième suspension du nièmeespace de Ganea, i.e. s’il existe une application
s : ΣiX // ΣiGn(Y ) qui rend le triangle suivant commutatif à homotopie
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près.
ΣiGn(Y )

Σign(Y )
��

ΣiX

s
66mmmmmmmmmmmmm

Σif
// ΣiY

σiG1cat f est ce que nous avons noté σicat f dans la définition 2.2.9.

• σiG2cat f ≤ n si elle vérifie la condition suivante :
G2) σiG2cat f = 0 si et seulement si l’application Σif est homotopiquement
nulle.
Si n ≥ 1, il existe une suite de sommes amalgamées homotopiques

Zj−1 //

��
s.a.h.

∗

��
Yj−1

αj−1 // Yj

0 < j ≤ n, où α0 est homotopiquement nulle et Σif factorise à travers
Σiyn : ΣiYn

// ΣiY .

• σiG3cat f ≤ n si elle vérifie la condition suivante :
G3) σiG3cat f = 0 si et seulement si l’application Σif est homotopiquement
nulle.
Si n ≥ 1, il existe une somme amalgamée homotopique

M //

��
s.a.h.

∗

��
L̃

α // L

où G3cat α ≤ n−1 et Σif se factorise par une application Σil : ΣiL // ΣiY ,
i.e. on a un triangle commutatif à homotopie près :

ΣiL
Σil

""F
FFFFFFF

ΣiX

<<xxxxxxxx Σif // ΣiY

• σiG4cat f ≤ n si elle vérifie la condition suivante :
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G4) Il existe une suite de sommes amalgamées homotopiques

Vj //

��

Uj

��

��

X̃j−1
//

,,

Xj

αj !!
ΣiY

0 < j ≤ n, dans laquelle
– X0 ' ∗.
– αn ' Σif .
– L’application X̃j−1

// Xj // ΣiY se factorise par αj−1.

– L’application Uj // ΣiY est homotopiquement nulle.
On pose Gkcat f= σ0Gkcat f pour tout 1 ≤ k ≤ 4.

Théorème 2.5.2 Soit f : X // Y une application continue, alors pour
tout i ≥ 0, σiG1catf = σiG2catf = σiG3catf .
Nous avons aussi, σiG4catf ≤ σiG1catf .

Démonstration.
• G1) =⇒ G2) Par la construction de Ganea, nous avons la suite de sommes
amalgamées homotopiques suivante,

Fj−1(Y )

s.a.h.

//

��

∗

��
Gj−1(Y ) // Gj(Y )

(j ≥ 1) et un triangle commutatif à homotopie près,

ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��
ΣiX

Σif
//

s
66mmmmmmmmmmmmm

ΣiY

Il suffit de noter Zj−1 := Fj−1(Y ), Yj−1 := Gj−1(Y ) et Yj := Gj(Y ).

• G2) =⇒ G1) Nous allons montrer par récurrence que l’application yj =
yn ◦ αn−1 ◦ . . . ◦ αj : Yj // Y se factorise via Gj(Y ) i.e. il existe une

application γj : Yj // Gj(Y ) telle que gj(Y ) ◦ γj ' yj .
L’application y0 se factorise par G0(Y ) car y0 est homotopiquement triviale.
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Supposons le résultat vrai pour j − 1. Nous pouvons alors construire le dia-
gramme commutatif à homotopie près suivant :

Zj−1 //

��

{{wwwwwwww
∗

��

����
��

��
��

��<
<<

<<
<<

<

Yj−1 //

γj−1

��

Yj

γj

��

yj

// Y

Fj−1

{{wwwwwwww
// ∗

����
��

��
��

��<
<<

<<
<<

<

Gj−1 // Gj gj

// Y

dans lequel
Gj := Gj(Y ) et Fj−1 := Fj−1(Y ).
L’application Zj−1 // Fj−1 est obtenue par la propriété universelle du
produit fibré homotopique.
L’application γj : Yj // Gj est obtenue par la propriété universelle de
la somme amalgamée homotopique telle que gj ◦ γj est homotope à yj par
l’unicité de la propriété universelle.
De plus nous avons par hypothèse Σif qui se factorise par Σiyn, donc le
triangle suivant est commutatif à homotopie près

ΣiYn

Σiyn %%JJJJJJJJJJ

Σiγn // ΣiGn(Y )

Σign(Y )
��

ΣiX

a
;;xxxxxxxxx

Σif
//

s
55

ΣiY

L’application s := Σiγn ◦ a est telle que Σign(Y ) ◦ s ' Σif , ce qui montre
que σiG1cat f ≤ n.

• G2) =⇒ G3) Il suffit de montrer que G3cat(αj−1) ≤ j− 1 pour 0 < j ≤ n.
– Pour j = 1, nous avons α0 : Y0

// Y1 homotopiquement nulle, donc
G3cat(α0) = 0.

– Par récurrence, nous supposons que G3cat(αj−2) ≤ j − 2, nous allons
montrer que G3cat(αj−1) ≤ j − 1.
On considère le diagramme suivant :

Zj−2

s.a.h.

//

��

∗

��
Yj−2 αj−2

// Yj−1

αj−1

!!C
CC

CC
CC

C

Yj−1

=
<<xxxxxxxx

αj−1

// Yj
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Par hypothèse G3cat(αj−2) ≤ j − 2, alors G3cat(αj−1) ≤ j − 1.

• G3) =⇒ G2) Nous allons d’abord montrer par récurrence sur n, (Pj) :
G3cat α ≤ j ⇒ G2cat α ≤ j.

Si n = 1, G3cat α = 0 =⇒ G2cat α = 0 car α est homotopiquement nulle.

Si n ≥ 2, nous supposons que (Pn−2) est vrai, et montrons que (Pn−1) est
vrai.
G3catα ≤ n− 1 i.e. nous avons la somme amalgamée homotopique suivant,

M ′ //

��

∗

��
L̃′ α′

// L′

telle que le triangle suivant est commutatif à homotopie près.

L′

��>
>>

>>
>>

>

L̃

??��������
α

// L

et G3cat α
′ ≤ n − 2. Comme G3cat α

′ ≤ n − 2 implique G2cat α
′ ≤ n − 2,

i.e. il existe une suite des sommes amalgamées homotopiques

Zj−1

s.a.h.

//

��

∗

��
Yj−1 αj−1

// Yj

(0 < j ≤ n− 2) avec un triangle suivant commutatif à homotopie près

Yn−2

!!C
CC

CC
CC

C

L̃′

=={{{{{{{{

α′
// L′

Notons Yn−1 la cofibre homotopique de l’application M ′ // Yn−2 dans le
diagramme commutatif à homotopie près suivant

M ′ //

��

L̃′ //

α
′

��

α
′

��

Yn−2

����
∗ // L

′ //

id

66Yn−1 a // L′
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Le grand carré est une somme amalgamée homotopique.
Notons Zn−2 := M ′. De plus α se factorise par Yn−1.
En effet

L′ //

id

((
Yn−1

// L′

��
L̃

OO

α
// L

ce qui montre que G2cat α ≤ n− 1.
De plus α se factorise par Yn−1. Notons que Yn est la cofibre homotopique
de l’application M //

55L̃ // Yn−1

Dans le diagramme homotopiquement commutatif suivant

Zn−1 = M //

��

L̃ //

α

��

α

��

Yn−1

����
∗ // L //

id

66Yn b // L

idΣiL se factorise par ΣiYn, par hypothèse Σif se factorise par ΣiL, donc
Σif se factorise par ΣiYn comme suit :

ΣiL //

id
))

ΣiYn

Σiyn ##F
FFFFFFF Σib
// ΣiL

Σil
��

ΣiX

;;xxxxxxxx

OO

Σif
// ΣiY

où on pose : yn := l ◦ b.
Donc σiG2cat f ≤ n.

• G1) =⇒ G4) Pour montrer (G4), nous allons utiliser les axiomes de cube.
Pour j = n, nous construisons le diagramme homotopiquement commutatif
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suivant

Vn
//

��

yyssssssssss
Un

��

||zz
zz

zz
zz

z

!!C
CC

CC
CC

C

X̃n−1
//

��

Xn

��

αn
// ΣiY

��

ΣiFn−1

yysssssssss
// ∗

}}zz
zz

zz
zz

z

!!B
BB

BB
BB

BB

ΣiGn−1
// ΣiGn

// ΣiY

dans lequel, Fn := Fn(Y ), Gn := Gn(Y ) et Xn := ΣiX. Les applications
du carré de droite sont Σif , s et Σign(Y ). Les espaces X̃n−1,Un et Vn sont
construits de telle façon que les carrés verticaux du cube sont des produits
fibrés homotopiques.
D’après le théorème du cube 2.1.2, le carré en haut est une somme amalgamée
homotopique. L’application X̃n−1

// ΣiY se factorise par l’application

αn−1 := Σign−1 : Xn−1 := ΣiGn−1
// ΣiY .

Pour tout j ≤ n − 1 : on pose Vj = ΣiFj−1, Uj = ∗, et Xj−1 = X̃j−1 =
ΣiGj−1. �

Proposition 2.5.3 Pour toute application continue f : X // Y , G1cat f
≤ G4cat f .

Démonstration. Nous allons montrer que αj : Xj // Y se factorise
par gj(Y ), ce qui implique le résultat
C’est vrai pour j = 0.
Supposons que c’est vrai pour αj−1 : Xj−1 // Y , montrons que c’est vrai
pour αj .
Comme l’application α̃j−1 : X̃j−1

// Y se factorise par αj−1, elle se fac-
torise par gj−1(Y ). On va construire le diagramme suivant dans lequel l’ap-
plication Vj // Fj−1 est obtenue par la propriété universelle du produit
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fibré homotopique

Vj //

��

||xx
xx

xx
xx

x
Uj

��

����
��

��
��

��>
>>

>>
>>

>

X̃j−1
//

��

Xj

βj

��

αj

// Y

��

Fj−1

{{wwwwwwww
// ∗

~~~~
~~

~~
~~

��?
??

??
??

??

Gj−1 // Gj gj

// Y

et βj : Xj // Gj est obtenue par la propriété universelle de la somme
amalgamée homotopique. De plus, gjβj est homotope à αj par l’unicité de
la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique.
Maintenant, comme on a que l’application f est homotope à αn, le relèvement
demandé est βn. �

En particulier, G2 implique le résultat bien comme suivant.

Corollaire 2.5.4 Soient X un espace topologique, et n un entier. Alors
catGn(X) ≤ n.

Proposition 2.5.5 Soit X
f // Y

q // Cf une cofibration homotopique.
Alors cat Cf ≤ cat q + 1.

Démonstration. Supposons que cat q ≤ n, le diagramme commutatif à
homotopie près suivant

M := X //

s.a.h
f
��

∗

��

L̃ := Y
α=q // L := Cf

HHHHHHHHH

HHHHHHHHH

Cf

vvvvvvvvv

vvvvvvvvv idCf // Cf

montre d’après G3 (2.5.1) que cat Cf ≤ n + 1. �

Remarque La proposition précédente améliore l’inégalité :
cat Cf ≤ cat Y + 1.

Corollaire 2.5.6 Soient X
f // Y

q // Cf une cofibration homotopique,

g : Cf // Z une application continue.
Alors cat g ≤ cat q + 1.
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Proposition 2.5.7 Soit f : X // Y une application continue. Notons
q : Y // Cf la cofibre homotopique de l’application f .
Si l’application q est homotopiquement nulle, alors Cf est un co-H-espace.

Démonstration. Nous demontrons cette proposition par les deux méthodes
G1 et G3 et nous construisons une comultiplication µ : Cf // Cf ∨ Cf

qui vérifie les conditions de co-H-espace par rapport à G1 et G3 respective-
ment.

1. 1ère méthode
Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près

X //

h

��

!!C
CC

CC
CC

C ∗

""E
EE

EE
EE

EE

��

Y
q //

��

Cf

s

�� ??
??

??
??

??
??

??
??

??
?

??
??

??
??

??
??

??
??

??
?

ΩCf //

  B
BB

BB
BB

BB
∗

!!C
CC

CC
CC

CC

''∗ // ΣΩCf
g1(Cf )

// Cf

dans lequel
– L’application h est induite par la propriété universelle du produit

fibré homotopique,
– L’application s est induite par la proriété universelle de la somme

amalgamée homotopique.
Par l’unicité de la propriété universelle de la somme amalgamée homo-
topique g1(Cf ) ◦ s est homotope à idCf

ce qui montre que catCf ≤ 1,
donc Cf est un co-H-espace.
Notons µ := (g1(Cf ) ∨ g1(Cf )) ◦ p ◦ s comme suit

Cf
s // ΣΩCf

p // (ΣΩCf ) ∨ (ΣΩCf )
g1(Cf )∨g1(Cf )

// Cf ∨ Cf

où l’application p est le pincement de ΣΩCf . L’application µ verifie les
conditions de co-H-espace.

2. 2ère méthode
catq = 0 car l’application q est homotopiquement nulle ceci implique
que catCf ≤ 1 (proposiition 2.5.5), donc Cf est co-H-espace.
L’application q est homotopiquement nulle implique ΣX ' ΣY ∨ Cf

(lemme 2.2.6).
Notons µ := (q2 ∨ q2) ◦ p ◦ i comme suit

Cf
i // ΣX ' ΣY ∨ Cf

p // ΣX ∨ ΣX ' ΣY ∨ Cf ∨ ΣY ∨ Cf
q2∨q2 // Cf ∨ Cf

dans lequel
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– i est l’inclusion de Cf dans ΣY ∨ Cf ,
– p est le pincement de ΣX,
– q2 est la projection de ΣY ∨ Cf dans Cf .
L’application µ verifie les conditions de co-H-espace.

�

Proposition 2.5.8 Soient F
i // E

h // B une fibration homotopique,
f : B′ // B une application continue, et P le produit fibré homotopique
des applications f et h.
Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près

F

i′

��

F

i
��

P //

h′

��

  B
BB

BB
BB

B E

h

��

��@
@@

@@
@@

C ′
f ′

//

r′~~}}
}}

}}
}}

C

r
����

��
��

��

B′
f

// B

dans lequel,
– L’application i′ est la fibre homotopique de h′.
– C et C ′ sont les cofibres homotopiques des applications i et i′.
– Les applications r, r′ et f ′ sont induites par la propriété universelle de

la somme amalgamée homotopique.
Alors cat f ′ ≤ cat f .

Démonstration. Supposons que cat f ≤ n, d’après G2 (2.5.1), il existe une
suite de sommes amalgamées homotopiques

1 ≤ j ≤ n Zj−1 //

��

∗

��
Yj−1

αj−1 // Yj

telle que l’application f se factorise via Yn comme suit

Yn

yn

  @
@@

@@
@@

@

B′
f

//

s
>>}}}}}}}}

B
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Considérons le diagramme homotopiquement commutatif

F

i1

��

IIIIIIIIII

IIIIIIIIII F

i3

��

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

F

i2

��

F

i4

��

F

i

��

1 ≤ j ≤ n Qj−1 //

##G
GGGGGGG

��

F

��

��?
??

??
??

?

))Aj−1 //

��

Aj //

��

E

h

��

Zj−1 //

##G
GGGGGGG

∗

))
��?

??
??

??
?

Yj−1 αj−1

// Yj yj

// B

dans lequel,
– Aj est le produit fibré homotopique des applications h et yj , et de

même pour les autres carrés verticaux.
– A partir du lemme de cube, pour tout 1 ≤ j ≤ n le carré

Qj−1 //

��

F

��
Aj−1 // Aj

est une somme amalgamée homotopique.
– Grâce aux produits fibrés homotopiques verticaux, les fibres homoto-

piques des applications verticales sont égales à F .
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A partir des cofibrations homotopiques des applications i, i1, i2, i3 et i4,
nous obtenons le diagramme commutatif à homotopie près

F

i1

��

IIIIIIIIII

IIIIIIIIII F

i3

��

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

F

i2

��

F

i4

��

F

i

��

1 ≤ j ≤ n Qj−1 //

##G
GGGGGGG

��

F

��

��?
??

??
??

?

))Aj−1 //

��

Aj //

��

E

��

Z ′
j−1

//

��

""E
EE

EE
EE

E
∗

��

))
��=

==
==

==
=

Y ′
j−1

α′j−1

//

��

Y ′
j

��

y′j

// C

��

Zj−1 //

##G
GGGGGGG

∗

))
��?

??
??

??
?

Yj−1 αj−1

// Yj yj

// B

dans lequel,
– Pour tout j, 1 ≤ j ≤ n, les espaces C, Z ′

j−1, Y ′
j−1, ∗ et Y ′

j sont
respectivement les cofibres homotopiques des applications i, i1, i2, i3
et i4.

– Pour tout j, 1 ≤ j ≤ n, les diagrammes Z ′
j−1

//

��

∗

��
Y ′

j−1

α′j−1 // Y ′
j

sont des sommes amalgamées homotopiques (lemme des 4 cofibrations,
Doeraene [9]).

– Les applications α′j−1 et y′j sont obtenues par la propriété universelle
de la somme amalgamée homotopique.

– De α0 ' ∗ on déduit facilement α′0 ' ∗ aussi.
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Il reste à montrer que l’application f ′ se factorise via l’application y′n. Ceci
se déduit du diagramme commutatif à homotopie près suivant.

F

i′

��

F

i4
��

F

i
��

P //

��

  @
@@

@@
@@

@ An

  A
AA

AA
AA

A

��

// E

��

��>
>>

>>
>>

>

C ′

f ′

33s′ //

~~~~
~~

~~
~~

Y ′
n

y′n //

~~}}
}}

}}
}}

C

����
��

��
��

B′

f

33s // Yn
yn // B

dans lequel,
– L’application s′ est obtenue par la propiété universelle de la somme

amalgamée homotopique.
– Les applications f ′ et y′n ◦s′ sont homotopes par la propiété universelle

de la somme amalgamée homotopique.
Donc à partir de la suite des sommes amalgamées homotopiques
Z ′

j−1
//

��

∗

��
Y ′

j−1

α′j−1 // Y ′
j

1 ≤ j ≤ n, où α′0 est homotopiquement nulle et f ′ factorise à travers l’appli-
cation y′n, nous montrons que catf ′ ≤ n. �

Proposition 2.5.9 Soient h : X // Y , f : Y // Z des applications
continues telle que f ◦ h ' 0, et f̃ : Y/X // Z l’application induite par
la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique, comme dans
le diagramme commutatif à homotopie près suivant

X
h //

��

Y
f //

��

Z

∗ // Y/X

ef
=={{{{{{{{

Alors cat f ≤ cat f̃ ≤ cat f + 1.

Démonstration. Nous utilisons G3 (2.5.1) pour montrer la proposition.
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• Supposons que cat f ≤ k, il existe une somme amalgamée homotopique

M //

��
s.a.h.

∗

��
L̃

α // L

où cat α ≤ k − 1, et f se factorise par une application l : L // Z , i.e. on
a un triangle commutatif à homotopie près :

L
l

��?
??

??
??

Y

s
??~~~~~~~ f // Z

Le diagramme suivant commute à homotopie près

X

h

��

// ∗

��
Y //

s

��

Y/X

s′

��
ef

��

L
α′ //

l

//

L′

l′

��
Z

dans lequel,
– L′ est la cofibre homotopique de l’application s ◦ h.
– Les applications s′ et l′ sont induites par la propriété universelle de la

somme amalgamée homotopique.
– L’application f̃ est homotope à l′ ◦ s′, par l’unicité de la propriété

universelle de la somme amalgamée homotopique.
Nous avons la somme amalgamée homotopique suivante

M ′ := X //

��
s.a.h.

∗

��
L̃′ := L

α′ // L′

et f̃ se factorise par l′ comme suit :

L′

l′

��?
??

??
??

?

Y/X

s′
==zzzzzzzz
ef // Z

53



et la corollaire 2.5.6 montre que cat α′ ≤ k.

• Supposons que cat f̃ ≤ k, il existe une somme amalgamée homotopique

M //

��
s.a.h.

∗

��
L̃

α // L

où cat α ≤ k − 1, et f̃ se factorise par une application l : L // Z .
Comme l’application f̃ se factorise par l’application l, alors l’application f
se factorise aussi par l, ce qui montre que cat f ≤ cat f̃ . �

Proposition 2.5.10 Soient h : X // Y , f : Y // Z des applications
continues, et f̃ ′ : Y/X // Z/X l’application induite par la propriété uni-
verselle de la somme amalgamée homotopique, comme dans le diagramme
commutatif à homotopie près suivant

X

h

��

// ∗

��
Y //

f

��

Y/X

ef ′

��
Z // Z/X

Alors cat f̃ ′ ≤ cat f + 1

Démonstration. Nous allons utiliser la version G3 (2.5.1).
Supposons que cat f ≤ k, alors il existe une somme amalgamée homotopique

M //

��
s.a.h.

∗

��
L̃

α // L

où cat α ≤ k − 1, et f se factorise par une application l : L // Z , i.e. on
a un triangle commutatif à homotopie près :

L
l

��?
??

??
??

Y

s
??~~~~~~~ f // Z
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Le diagramme suivant commute à homotopie près

X

h

��

// ∗

��
Y //

s

��

Y/X

s′

��
ef ′

��

L
α′ //

l

��

L′

l′

��
Z // Z/X

dans lequel,
– L′ est la cofibre homotopique de l’application s ◦ h.
– Les applications s′ et l′ sont induites par la propriété universelle de la

somme amalgamée homotopique.
– L’application f̃ ′ est homotope à l′ ◦ s′, par l’unicité de la propriété

universelle de la somme amalgamée homotopique.
Nous avons la somme amalgamée homotopique suivante

M ′ := X //

��
s.a.h.

∗

��
L̃′ := L

α′ // L′

telle que f̃ ′ se factorise via l’application l′ comme suit :

L′

l′

!!D
DD

DD
DD

D

Y/X

s′
==zzzzzzzz
ef ′ // Z/X

et le corollaire 2.5.6 montre que cat α′ ≤ k. �

Notre travail a porté sur la σi-catégorie par la méthode de Ganea, mais nous
allons également présenter d’autres versions de la catégorie d’une application,
par la méthode de Whitehead.

Définition 2.5.11 Soit f : X // Y une application continue.

• W1cat f ≤ n, si la condition suivante est satisfaite :

W1) Il existe une application g : X // Tn(Y ) qui rend le carré suivant
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commutatif à homotopie près.

X
g //

f

��

Tn(Y )

jn(Y )

��
Y

∆n+1
Y

// Y n+1

W1cat f est ce que nous avons noté W-cat f en 1.3.6.

• W2cat f ≤ n, si la condition suivante est satisfaite :

W2) Il existe une suite de sommes amalgamées homotopiques

Si−1
//

��

Y i × ∗

��

��

Ri−1 × Y //

--

Ri

ri

%%
Y i × Y

pour i = 1, . . . n, dans laquelle
R0 ' ∗ et ∆n+1

Y ◦ f se factorise par l’application rn : Rn
// Y n+1 .

• W3cat f ≤ n, si la condition suivante est satisfaite :

W3)Pour i = 1, . . . n, il existe une suite de sommes amalgamées homoto-
piques

Qi

��

// Pi

��

��

W̃i−1
//

ewi−1 ..

Wi

wi

!!
Y i+1

dans laquelle
– L’application w̃i−1 : W̃i−1

// Y i+1 se factorise par wi−1 × idY

comme suit :
Wi−1 × Y

wi−1×id

%%JJJJJJJJJJ

W̃i−1

si−1

99sssssssss
// Y i+1

– W0 ' ∗.
– L’application Pi

// Y i+1 se factorise par Y i × ∗.
– Wn = X et l’application wn est homotope à ∆n+1

Y ◦ f .
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Théorème 2.5.12 Soit f : X // Y une application continue.
Alors W1catf = W2catf = W3catf .

Démonstration.

• W1) =⇒ W2) Grâce à la construction de Whitehead suivante :

Y i × ∗

$$II
III

III
II

))SSSSSSSSSSSSSSSS

T i−1

99ssssssssss

%%KKKKKKKKKK T i // Y i+1

T i−1 × Y

::uuuuuuuuuu

55kkkkkkkkkkkkkkk

Notons Si−1 := Ri−1 = T i−1, avec la condition (W1) nous obtenons le
résultat.

• W2) =⇒ W1) Nous allons montrer inductivement que l’application ri :
Ri

// Y i+1 se factorise via ji(Y ) : T i(Y ) // Y i+1 .
Par récurrence, pour i = 0 c’est évident.
Supposons que c’est vrai pour i− 1, i.e. nous avons γi−1 : Ri−1

// T i−1

telle que ji−1 ◦ γi−1 est homotope à ri−1, et montrons que c’est vrai pour i.
Nous pouvons ainsi construire le diagramme homotopiquement commutatif
suivant :

Si−1
//

��

yysssssssss
Y i

��

{{xx
xx

xx
xx

x

$$I
IIIIIIII

Ri−1 × Y //

γi−1×id

��

Ri

γi

��

ri

// Y i+1

��

T i−1

yyssssssssss
// Y i × ∗

||xx
xx

xx
xx

x

$$H
HHHHHHHH

T i−1 × Y

ji−1(Y )×idY

22// T i
ji(Y ) // Y i+1

où l’application Si−1
// T i−1 est obtenue par la propriété universelle du

produit fibré homotopique.
Alors l’application γi : Ri

// T i existe par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique et encore jiγi est homotope à ri par l’unicité
de la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique.
Pour i = n, ∆n+1

Y ◦ f se factorise par rn, qui se factorise par jn(Y ) donc
∆n+1

Y ◦ f se factorise par jn(Y ).
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• W3) =⇒ W1) Nous allons montrer que wi : Wi
// Y i+1 se factorise

par ji(Y ).
C’est vrai pour i = 0. Supposons que c’est vrai pour i − 1, i.e. wi−1 est
homotope à ji−1(Y ) ◦ γi−1, où γi−1 : Wi−1

// T i−1 .
Pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, notons ϕi−1 := (γi−1 × idY ) ◦ si−1. Le diagramme
suivant est commutatif à homotopie près

W̃i−1
//

si−1

%%KKKKKKKKK

ϕi−1

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
Wi

wi // Y i+1 = Y i × Y

Wi−1 × Y

γi−1×idY

��

wi−1×idY

55jjjjjjjjjjjjjjjj

T i−1 × Y
ji−1(Y )×idY

// Y i × Y

Nous pouvons construire le diagramme homotopiquement commutatif sui-
vant :

Qi
//

��

zztttttttttt
Pi

��

||xxxxxxxxx

##H
HHHHHHHHH

W̃i−1
//

ϕi−1

��

Wi

γi

��

wi

// Y i+1

T i−1

yyssssssssss
// Y i × ∗

{{xx
xx

xx
xx

x

$$H
HHHHHHHH

T i−1 × Y

ji−1(Y )×idY

55
// T i

ji(Y )
// Y i+1

dans lequel

l’application Qi
// T i−1 est obtenue par la propriété uni-

verselle du produit fibré homotopique. Donc l’application γi :
Wi

// T i est obtenue aussi par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique. Par la propriété universelle de
la somme amalgamée homotopique on a jiγi est homotope à wi.

Pour i = n, wn est homotope à ∆n+1
Y ◦f , i.e. ∆n+1

Y ◦f se factorise à homotopie
près par jn(Y ) et γn l’application demandée.
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• W1) =⇒ W3) cette implication est basée sur le théorème de cube. Posons
Wn = X ; soit le diagramme homotopiquement commutatif suivant

Qn
//

��

yyssssssssss
Pn

��

{{wwwwwwwww

$$I
IIIIIIIII

W̃n−1
//

��

Wn

γn

��

wn
// Y n+1

��

Tn−1

yyrrrrrrrrrr
// Y n × ∗

{{vvvvvvvvv

$$J
JJJJJJJJ

Tn−1 × Y // Tn
jn(Y )

// Y n+1

γn := g, et wn := ∆n+1
Y ◦ f .

W̃n−1 est le produit fibré homotopique des applications X // Tn , et
Tn−1 × Y // Tn . Les autres carrés verticaux du cube sont des produit
fibrés homotopiques. L’application Qn

// Pn est induite par la propriété
universelle du produit fibré homotopique.
Par le théorème du cube 2.1.2, le carré du haut est une somme amalgamée
homotopique. Pour tout 1 ≤ i ≤ n − 1 la suite de sommes amalgamées
homotopiques

Qi = T i−1(Y )

��

// Pi = Y i × ∗

��

��

W̃i−1 = T i−1(Y )× Y //

ewi−1 //

Wi = T i

wi

%%
Y i+1

donne le résultat. �
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Chapitre 3

Attachement d’une cellule et
invariant de Hopf

Berstein et Hilton [5] ont étudié quel est l’effet sur la catégorie d’un atta-
chement de cellule à un espace X CW -complexe (q− 1) connexe (q ≥ 2). Ils
ont montré que l’augmentation ou non de la catégorie lors d’un attachement
de cellule dépend d’une classe d’homotopie appelée invariant de Hopf.
Notre travail établit un invariant semblable pour étudier l’effet sur la σi-
catégorie d’une application f : X // Z , lorsqu’on attache une cellule à
la source X, suivant une application d’attachement α : Sp // X . Nous
considérons les applications f̃ : X tα ep+1 // Z et f̃ ′ : X tα ep+1 // Z tα ep+1

induites par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique,
et nous étudions l’augmentation ou non de la σi-catégorie de ces applications
par rapport à celle de f . L’invariant que nous construisons pour étudier cela
généralise l’invariant de Hopf qui a été utilisé par Berstein et Hilton et l’in-
variant de Hopf qui a été utilisé par Vandembroucq.

3.1 La construction de γ′k

Notons j : X // X tα ep+1 l’inclusion de X dans la cofibre homoto-
pique de l’application α : Sp // X ,
aussi j′ : Z // Z tα′ ep+1 l’inclusion de Z dans la cofibre homotopique
de α

′
:= f ◦ α.

L’adjointe de l’application α est noteé α] : Sp−1 // ΩX .

Proposition 3.1.1 Soient X un espace, α : Sp // X une application
continue, et ξk(X) : G1(X) // Gk(X) les applications continues déduites
de la construction de Ganea. Alors le carré suivant est commutatif à homo-
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topie près.

Sp
Σα] //

α

��

G1(X)

ξk(X)
��

X Gk(X)
gk(X)

oo

.

Démonstration. Considérons le diagramme homotopiquement commutatif
suivant :

Sp−1

(idSp )]

##G
GG

GG
GG

GG

))

%%
α]

��(
((

((
((

((
((

((
((

((
((

((
((

((
((

((
((

((
((

(

ΩSp //

��3
33

33
33

33
33

33
3

Ωα

��

∗

��

��1
11

11
11

11
11

11

∗ //

��

Sp

α

��

Σα]

����
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

(C)

ΩX //

��0
00

00
00

00
00

00
00

∗

��/
//

//
//

//
//

//
//

xxqqqqqqqqqqqq

ΣΩX ' G1(X)
g1(X)

))SSSSSSSSSSSSSSSSS

ξk(X)

���
�
�
�
�
�
�

∗ //

88qqqqqqqqqqqq
X

Gk(X)
gk(X)

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk

Dans lequel :
Les deux carrés du cube en haut et en bas sont des produits
fibrés homotopiques. Le grand carré en haut et le petit carré en
bas sont des sommes amalgamées homotopiques.
Les deux applications Σα] et g1(X) sont obtenues par la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique.

Nous obtenons donc l’homotopie entre gk(X) ◦ ξk(X) ◦ Σα] et α. �

Remarque 3.1.2 Les deux applications Ωf ◦ α] et Ω(f ◦ α) ◦ (idSp)] =
Ωf ◦ Ωα ◦ (idSp)] sont homotopes.
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Posons γk := ξk(X) ◦ Σα]. La proposition 3.1.1 entraine que le diagramme
suivant commute à homotopie près.

Sp

Σ(α
′
)]

((

α

((

γ′k

))

Σα] //

γk --

G1(X)

ξk(X)
��

G1(f) // G1(Z)

ξk(Z)
��

Gk(X)

��

Gk(f)
// Gk(Z)

��
X

f // Z

Définition L’application γ
′
k est Gk(f) ◦ ξk(X) ◦ Σα] ' ξk(Z) ◦ Σα

′
]

Lemme 3.1.3 Soient f : X // Y et g : Y // Z deux applications
continues, notons Cf la cofibre homotopique de l’application f et j : Y // Cf

l’application induite.
Alors g ◦ f est homotopiquement triviale si et seulement si il existe une ap-
plication g̃ : Cf // Z telle que g̃ ◦ j ' g.

Notons j′ : Z // Z tf◦α ep+1 := Z ′ l’inclusion de Z dans la cofibre homo-
topique de l’application f◦α : Sp // X // Z . L’application Ωj′◦Ωf◦α]

est homotopiquement triviale. Nous obtenons donc, par la propriété univer-
selle de somme amalgamée homotopique une factorisation de Ωj′ :

Sp−1
Ωf◦α] //

��

ΩZ

�� Ωj′

��

ep //

//

ΩZ tΩf◦α]
ep

%

&&
ΩZ ′

Lemme 3.1.4 Soient f : X // Z une application continue, et Z (q−1)-
connexe (q ≥ 2). Considérons une application α : Sp // X telle que
p ≥ q+1. Alors l’application % : ΩZ tΩf◦α]

ep // ΩZ ′ est une (p+q−2)-
équivalence.

Démonstration. Il suffit de montrer que la fibre homotopique F ′ de l’appli-
cation % est (p+ q−3)-connexe. Considérons F la fibre homotopique de l’in-
clusion j′ : Z // Z tf◦α ep+1 := Z ′ . Notons χ : F // Z l’application
induite et d : Sp // F un relèvement de f◦α dans F : χ◦d ' f◦α. D’après
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le lemme 2.3.5, l’application d est une (p + q − 2)-équivalence, il en découle

que son adjoint d] : Sp−1 // ΩSp Ωd // ΩF est une min(2p−3, p+q−3)-
équivalence, soit une (p+q−3)-équivalence. La cofibre homotopique ΩFtd]

ep

de d] est donc (p+q−3)-connexe. Dans [44], H. Scheerer et D. Tanré montrent
que les espaces ΩF td]

ep et F ′ s’inscrivent dans une cofibration homotopique
ΩF td]

ep // F ′ // Ω2Z ′∗Sp−1 . Le joint Ω2Z ′ ∗Sp−1 étant (p+ q−3)-
connexe, il en résulte que F ′ est également (p + q − 3)-connexe. �

Proposition 3.1.5 Soient f : X // Z une application continue, et Z
(q − 1)-connexe (q ≥ 2). Considérons une application α : Sp // X telle
que p ≥ q +1. Pour tout n ≥ 1, on a un diagramme commutatif à homotopie
près

Fn(Z)

in(Z)

��

Fn(j′) // Fn(Z ′)

in(Z′)

��
Gn(Z)

Gn(j′)

++

j′n

//

gn(Z)

��

Gn(Z) tγ′n ep+1

egn

��

%n
// Gn(Z ′)

gn(Z′)

��
Z

j′
// Z ′ = Z tα′ ep+1 = Z tgn(Z)◦γ′n ep+1

Z ′

qui vérifie :
1. Le carré en bas à gauche est une somme amalgamée homotopique.
2. Fn(j′) est une (nq + p− 1)-équivalence.
3. %n est une (p + q − 1)-équivalence.
4. Les applications gn(Z) et gn(Z ′) induisent une application

C(Gn(j
′
)) // C(j

′
) = Sp+1 qui est un isomorphisme en homologie

jusqu’au degré p + q − 1.

Démonstration. L’existence de g̃n et %n provient du diagramme :

Sp
γ′n //

!!B
BB

BB
BB

BB
Gn(Z)

j′n

''OOOOOOOOOOO

���
�
�
�
�
�
� Gn(j′)

**
ep+1 //

44Gn(Z) tγ′n ep+1

egn

��

%n
Gn(Z ′)

gn(Z′)

��

Sp α′ //_________

!!D
DD

DD
DD

D Z
j′

''P
PPPPPP

j′

**

\ \ [ [ Z Z Y Y X X W W V V U
ep+1 // Z ′ = Z tα′ ep+1 Z ′
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1. Dans le diagramme commutatif à homotopie près

Sp

α′

&&

��

γ
′
n // Gn(Z)

gn(Z) //

j′n
��

Z

j′

��
ep+1 // Gn(Z) tγ′n

ep+1 egn // Z ′

le grand carré et le carré de gauche sont des sommes amalgamées ho-
motopiques, alors d’après le lemme 2.1.1 le carré de droite est aussi
une somme amalgamée homotopique.

2. Rappelons que l’application Fn(j′) entre les fibres s’identifie au joint
itéré ∗n+1Ωj′. L’application Ωj′ : ΩZ // ΩZ ′ est une (p − 1)-
équivalence. Par la connexité de ΩZ, il est facile d’en déduire le ré-
sultat.

3. Cet énoncé se prouve par récurrence sur n. Le cas n = 1 vient du fait
que l’application %1 est exactement la suspension de l’application %
(lemme 3.1.4). Supposons que le résultat est vrai pour n ≥ 1. Remar-
quons que l’espace Gn+1(Z)t

γ
′
k
ep+1 est, via l’équivalence d’homotopie,

Gn(Z) t Fn(Z) // Gn+1(Z) . Considérons le diagramme suivant :

Fn(Z)

in(Z)

��

Fn(Z)

j′◦in(Z)
��

Fn(j′) // Fn(Z ′)

in(Z′)

��
Gn(Z)

j
′
n

// Gn(Z) tγ′n
ep+1

%n
// Gn(Z ′)

En prenant les cofibres homotopiques des applications in(Z), j
′
n◦in(Z)

et in(Z ′) nous obtenons une suite

Gn+1(Z) // Gn+1(Z) t
γ
′
n+1

ep+1 // Gn+1(Z
′
) . Par la propriété

universelle, il est facile d’identifier cette suite avec la composée %n+1 ◦
j
′
n+1. D’après le point (2), l’application Fn(j′) est une (nq + p − 1)-

équivalence. Il résulte alors du lemme des cinq et de l’hypothèse de
récurrence que %n+1 est aussi une (p+q−1)-équivalence, ce qui termine
la preuve.

4. La construction des cofibres homotopiques des applications j
′
n, Gn(j

′
)
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et j′ donne, en particulier, le diagramme suivant :

Gn(Z)
j′n // Gn(Z) tγ′n

ep+1 //

%n

��

C(j′n) = Sp+1

��
=

{{

Gn(Z)

gn(Z)

��

Gn(j′) // Gn(Z ′)

gn(Z′)

��

// C(Gn(j′))

��
Z

j′ // Z ′ // C(j′)

dans lequel l’application C(Gn(j
′
)) // C(j′) est induite par gn(Z)

et gn(Z ′) et le grand carré de gauche est une somme amalgamée homo-
topique. L’application Sp+1 // C(Gn(j

′
)) a pour inverse à gauche

C(Gn(j′)) // C(j′) = Sp+1 ; elle induit donc un morphisme injectif
en homologie. D’autre part, puisque le carré supérieur à droit du dia-
gramme ci-dessus est une somme amalgamée, nous pouvons déduire du
point (3) que Sp+1 // C(Gn(j

′
)) est une (p + q − 1)-équivalence.

En définitive, cette application induit un isomorphisme en homologie
jusqu’au degré p + q − 1 et il en est donc de même de son inverse à
gauche.

�

3.2 L’utilité de l’invariant de Hopf

Soient i ≥ 0, k ≥ 1, et f : X // Z une application continue.
Supposons que la catégorie de f est inférieure ou égale à k.
Soit j : X // X tα ep+1 l’inclusion de X dans la cofibre homotopique de

l’application α : Sp // X . Notons f̃ : X tα ep+1 // Z (dans le cas où

f◦α est homotopiquement nulle), et f̃
′
: X tα ep+1 // Z tf◦α ep+1

(dans le cas générale).
Les catégories des applications f̃ et f̃

′ induites par la propriété universelle
de la somme amalgamée homotopique sont au plus k + 1 (proposition 2.5.9
et proposition 2.5.10). Alors la question se pose : « Sous quelles conditions
les catégories des applications induites sont elles inférieures ou égales à k ? »
Berstein et Hilton ont répondu dans le cas absolu par le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 ([5]). Soient X un espace (q−1)-connexe (q ≥ 2) de catégorie
inférieure ou égale à k, et Φ est un relèvement de ∆k+1

X . Considérons une
application α : Sp // X , Y = X tα ep+1 sa cofibre homotopique. Si
l’invariant de Hopf HΦ(α) est nul alors catY ≤ k. La réciproque est vraie
lorsque dim(X) ≤ q(k + 1)− 2.
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La version de cet invariant par la méthode de Ganea apparaît dans les tra-
vaux d’Iwase. L. Vandembroucq a utilisé l’invariant de Hopf par la méthode
de Ganea et a montré :

Lemme 3.2.2 ([55]) Soient X un CW complexe (q − 1)-connexe (q ≥ 2)
de catégorie inférieure ou égale à k et s : X // Gk(X) une section de
gk(X). Considérons α : Sp // X (p ≥ q + 1) et Y = X tα ep+1 sa cofibre
homotopique. Pour tout i ≥ 0 :

– Si ΣiH(α) = 0 (invariant de Hopf à la méthode de Vandembroucq)
alors σicatY ≤ k.

– Si, de plus dim(X) ≤ q(k + 1) − 2, alors la réciproque est vraie i.e.
σicatY ≤ k implique ΣiH(α) = 0.

Définition 3.2.3 Soient f : X // Z , de σi-catégorie inférieure ou égale
à k et s : ΣiX // ΣiGk(Z) un relèvement de Σif sur la ième suspension

du kième espace de Ganea. Notons ζ : ΣiGk(Z) // C(s) l’application
obtenue en construisant la cofibre homotopique de s. À une application α :
Sp // X nous associons :

1. H i(α) = Σiγ′k − s ◦ Σiα ∈ πp+i(ΣiGk(Z)), la classe H i(α) mesure la
commutativité du triangle suivant :

Sp+i
Σiγ

′
k //

Σiα
��

ΣiGk(Z)

ΣiX

s

66mmmmmmmmmmmmm

où γ′k est défini en 3.1.1.

2. H
′
i(α) = ζ ◦H i(α) ' ζ(Σiγ′k − s ◦Σiα) ' ζ ◦Σiγ

′
k ∈ πp+i(C(s)), défini

à partir du diagramme :

C(s)

Sp+i

H
′
i(α)

66mmmmmmmmmmmmmm

Σiα ((QQQQQQQQQQQQQQQ
Σiγ′k // ΣiGk(Z)

ζ

OO

ΣiX

s

OO

Remarque 3.2.4 Dans le cas où f = idX , on retrouve les invariants de
Hopf de Vandembroucq.

Théorème 3.2.5 Soient f : X // Z une application continue. Consi-
dérons une application α : Sp // X (p ≥ 1), telle que f ◦ α est homo-
topiquement triviale. Notons Y = X tα ep+1 sa cofibre homotopique, et f̃
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l’application induite par la propriété universelle de la somme amalgamée ho-
motopique :

Sp α //

��

X

j
��

f // Z

∗ // X tα ep+1

ef

::tttttttttt

Alors pour tout i ≥ 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. σicatf ≤ k et H i(α) = 0 ;
2. σicatf̃ ≤ k.

Démonstration.
1) =⇒ 2) Nous avons une application s : ΣiX // ΣiGk(Z) qui rend le
triangle suivant commutatif à homotopie près.

ΣiGk(Z)

Σigk(Z)

��
ΣiX

Σif
//

s
66mmmmmmmmmmmmm

ΣiZ

H i(α) = Σiγ′k − s ◦ Σiα = 0, ce qui signifie que le triangle suivant est
homotopiquement commutatif.

Sp+i
Σiγ′k //

Σi(α) ""F
FF

FF
FF

FF
ΣiGk(Z)

ΣiX

s

::ttttttttt

L’application Σiγ′k est homotopiquement nulle, puisque f ◦ α est homotopi-
quement nulle. Donc s ◦ Σiα est homotopiquement nulle, ce qui montre la
commutativité du diagramme suivant

Sp+i //

Σiα

��

∗

��

cte

��

cte

��

ΣiX
Σij //

s //

Σif
//

ΣiX tΣiα ep+i+1 ' Σi(X tα ep+1)
s′

**

Σi
ef

//

ΣiGk(Z)

Σigk(Z) $$J
JJJJJJJJ

ΣiZ
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dans lequel l’application s′ est obtenue par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique.
Par l’unicité de la propriété universelle de la somme amalgamée homoto-
pique, Σigk(Z) ◦ s′ est homotope à Σif̃ , i.e. σicatf̃ ≤ k.
2) =⇒ 1) Il existe une application s′ : Σi(X tα ep+1) // ΣiGk(Z) telle

que Σigk(Z)◦s′ ' Σif̃ . Ceci implique que Σigk(Z)◦s′◦Σij ' Σif̃◦Σij ' Σif .
Notons s := s′ ◦ Σij, on a alors Σigk(Z) ◦ s ' Σif . i.e. σicat f ≤ k.
Nous avons Σiγ′k ' 0, donc il suffit de montrer que s ◦Σiα est homotopique-
ment triviale. On a s◦Σiα est égale s′◦Σij◦Σiα, et celle-ci est homotopique-
ment triviale, car l’application j est la cofibre homotopique de l’application
α, donc H i(α) = 0. �

Théorème 3.2.6 Soient f : X // Z une application continue de σi-
catégorie inférieure ou égale à k et s : ΣiX // ΣiGk(Z) un relèvement de
Σif . Considérons une application α : Sp // X et notons Y = X tα ep+1

sa cofibre homotopique.
L’application f̃

′
: X tα ep+1 // Z tf◦α ep+1 est induite par la pro-

priété universelle de la somme amalgamée homotopique. On a le diagramme
commutatif à homotopie près suivant.

Sp //

α

��

∗

��
X //

f

��

X tα ep+1

ef ′

��
Z // Z tf◦α ep+1

Si H i(α) = 0 alors σicatf̃
′ ≤ k.

Démonstration. Nous pouvons démontrer ce théorème de deux façons dif-
férentes :

1. 1ère méthode
Nous avons s : ΣiX // ΣiGk(Z) qui rend le triangle suivant com-
mutatif à homotopie près.

ΣiGk(Z)

Σigk(Z)

��
ΣiX

Σif
//

s
66mmmmmmmmmmmmm

ΣiZ

H i(α) = Σiγ′k − s ◦ Σiα, H i(α) = 0, ce qui signifie que le triangle

68



suivant :

Sp+i
Σiγ′k //

Σi(α) ""F
FF

FF
FF

FF
ΣiGk(Z)

ΣiX

s

::ttttttttt

est commutatif à homotopie près.
Grâce à l’application γ′k : Sp // Gk(Z) et à la trivialité de l’inva-
riant de Hopf, nous avons :
Σi(Gk(Z) tγ′k

ep+1) ' ΣiGk(Z) ts◦Σiα ep+i+1.
Considérons le diagramme commutatif à homotopie près

Sp+i //

Σiα
��

Σiγ′k

��

∗

��

ΣiX //

s

��
Σif

##

Σi(X tα ep+1) ' ΣiX tΣiα ep+i+1

b
��

Σi ef ′

""

ΣiGk(Z) //

Σigk(Z)

��

Σi(Gk(Z) t
γ
′
k

ep+1) ' ΣiGk(Z) ts◦Σiα e(p+i+1)

Σi
egk

��

r // ΣiGk(Z tf◦α ep+1)

Σigk(Ztep+1)

��

ΣiZ // Σi(Z tf◦α ep+1) Σi(Z tf◦α ep+1)
construit comme suit :
– L’application r existe d’après la proposition 3.1.3

Pour faciliter la démonstration de l’existence de l’application r, il
suffit de montrer la trivialité de l’application ΣiGk(j′) ◦ Σiγ′k, dans
le diagramme commutatif à homotopie près suivant :

Sp+i
Σiγ

′
k// ΣiGk(Z) //

ΣiGk(j
′
)

((PPPPPPPPPPPPP
ΣiGk(Z) t

Σiγ
′
k

ep+i+1

r
uu

ΣiGk(Z tf◦α ep+1)

Dans le diagramme suivant :

Sp
Σα

′
] //

γ
′
k ''NNNNNNNNNNNNN G1(Z)

ξk

��

G1(j
′
) // G1(Z tf◦α ep+1)

ξk(Ztf◦αep+1)
��

Gk(Z)
Gk(j

′
)

// Gk(Z tf◦α ep+1)

Les applications ΣiGk(j′) ◦ Σiγ′k et Σiξk(Z tf◦α ep+1) ◦ ΣiG1(j′) ◦
Σi+1(α′]) sont homotopes (α′ := f ◦ α).
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Remarquons que G1(j′) ◦ Σ(α′]) ' ΣΩ(j′) ◦ ΣΩ(α′) ◦ Σ(idsp)] '
ΣΩ(j′ ◦ α′) ◦ Σ(idsp)] ' 0
car j′ est la cofibre homotopique de l’application α′, donc ΣiGk(j′)◦
Σiγ′k est homotopiquement triviale.

– Nous obtenons alors les deux applications b et Σig̃k par la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique.
Aussi les deux applications Σif̃ ′ et Σig̃k ◦ b sont homotopes grâce
à l’unicité de la propriété universelle de la somme amalgamée ho-
motopique, de même que les applications Σigk(Z tf◦α ep+1) ◦ r et
Σig̃k.

Notons s′ := r◦b, l’application Σif̃ ′ est homotope à Σigk(Ztf◦αep+1)◦
s′, ce qui montre que σicatf̃ ′ ≤ k.

2. 2ème méthode
Considérons le diagramme commutatif à homotopie près

Sp //

α

��

∗

��
X

j //

f
′

((QQQQQQQQQQQQQQQ

f

��

X tα ep+1

ef ′

��
Z

j′
// Z tf◦α ep+1

Notons f ′ := j′ ◦ f ' f̃ ′ ◦ j, remarquons que σicatf ′ ≤ k puisque
σicatf ′ ≤ min{σicatf, σicatj′}
Nous avons par hypothèse H i(α) := H if (α) = 0. Le diagramme suivant
montre que H if ′(α) := Σiγ

′′
k − s

′′ ◦ Σiα = 0

Sp+i

Σiγ
′′
k

**Σiγ
′
k //

Σiα ""F
FF

FF
FF

FF
ΣiGk(Z)

ΣiGk(j′)// ΣiGk(Z tf◦α ep+1)

ΣiX

s

::ttttttttt ΣiGk(j′)◦s:=s
′′

33fffffffffffffffffffffffffff

Nous avons dans le diagramme commutatif à homotopie près suivant

Sp α //

��

X
f ′ //

j

��

Z tf◦α ep+1

∗ // X tα ep+1

ef ′

55kkkkkkkkkkkkkk
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– f ′ ◦ α ' 0
– σicatf ′ ≤ k
– H if ′(α) = 0
D’après le théorème 3.2.5, σicatf̃ ′ ≤ k.

�

Théorème 3.2.7 Soient f : X // Z une application continue de σi-
catégorie inférieure ou égale à k pour tout i ≥ 0, s : ΣiX // ΣiGk(Z)

un relèvement de Σif , ζ : ΣiGk(Z) // C(s) une cofibre de s, Z un CW
complexe (q − 1)- connexe (q ≥ 2) et X de dimension inférieure ou égale à
q(k + 1)− 2. Considérons une application α : Sp // X .
Notons Y := X tα ep+1, Z ′ := Z tf◦α ep+1 et f̃ ′ : Y // Z ′ l’application
induite par la propriété universelle de somme amalgamée homotopique.

1. Si σicat f̃ ′ ≤ k alors H
′
i(α) = 0.

2. Si f est un épimorphisme, et Z aussi de dimension inférieure ou égale
à q(k +1)− 2 alors, pour tout j ≥ 1, ΣjH

′
i(α) = 0 implique σi+jcat Z ′

≤ k.

Démonstration.

1. Notons s̃ : ΣiY // ΣiGk(Z ′) un relèvement de Σif̃ ′.
Nous allons d’abord montrer que le diagramme suivant est commutatif
à homotopie près.

ΣiGk(Z)
ΣiGk(j′) // ΣiGk(Z ′)

ΣiX

s

OO

Σij
// ΣiY

es

OO

Nous avons 
Σigk(Z) ◦ s ' Σif

Σigk(Z ′) ◦ s̃ ' Σif̃ ′

Σigk(Z ′) ◦ ΣiGk(j′) ' Σij′ ◦ Σigk(Z)

Les deux applications Σigk(Z ′) ◦ ΣiGkj
′ ◦ s et Σigk(Z ′) ◦ s̃ ◦ Σij sont

homotopes puisque
Σigk(Z ′)◦ΣiGk(j′)◦ s ' Σij′ ◦Σigk(Z)◦ s ' Σij′ ◦Σif ' Σif̃ ′ ◦Σij '
Σigk(Z ′) ◦ s̃ ◦ Σij.
Par la connectivité de Fk(Z ′) ( la fibre de gk(Z ′) ), l’application gk(Z ′)
est une (q(k + 1)− 1) - équivalence.
Alors l’application Σigk(Z ′) est une q(k + 1) + i − 1- équivalence et
avec l’hypothèse sur la dimension de X, l’application induite
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g] : [ΣiX, ΣiGk(Z ′)] // [ΣiX, ΣiZ
′
] définie par g](h) = Σigk(Z ′)◦h

est injective donc les deux applications ΣiGk(j
′
) ◦ s et s̃ ◦ Σij sont

homotopes.
Notons C(j) ( resp C(j′) ) la cofibre homotopique de j ( resp j′ ).
Le carré suivant :

ΣiX
Σij //

��

ΣiY

��
ΣiZ

Σij′ // ΣiZ ′

est une somme amalgamée homotopique. Grâce à la propriété de la
somme amalgamée homotopique :

ΣiX
Σij //

��

ΣiY

��

// ΣiC(j)

'
��

ΣiZ
Σij

′
// ΣiZ ′ // ΣiC(j′)

nous avons ΣiC(j) ' ΣiC(j′).
Considérons le diagramme commutatif à homotopie près suivant

C(s) Ψ // C(s̃) // C(Ψ)

ΣiGk(Z) t
Σiγ

′
k

ep+i+1

h

((QQQQQQQQQQQQQ

Sp+i

H
′
i(α)

DD																		 Σiγ
′
k // ΣiGk(Z)

Σil
66mmmmmmmmmmmmm

ζ

OO

ΣiGk(j
′
) //

Σigk(Z)

((RRRRRRRRRRRRRRR
ΣiGk(Z

′
) //

OO

Σigk(Z
′
)

$$JJJJJJJJJJ
ΣiC(Gk(j

′
))

r

&&

OO

ΣiZ
Σij′ // ΣiZ ′ // ΣiC(j′)

ΣiX

s

OO

Σif

66lllllllllllllllll Σij // ΣiY

Σi
ef ′

::tttttttttt
//

es

OO

ΣiC(j)

r′

OO

ppppppppppp

ppppppppppp
Sp+i+1

Dans lequel :
– Les deux application r et r′ sont induites par la propriété universelle

de la somme amalgamée homotopique.
– L’application r′ est une section homotopique de l’application r, de

plus r induit un isomorphisme en homologie en degré plus grand
que p + q + i − 1 (proposition 3.1.5). De même pour son inverse
homotopique r

′ .
– L’espace C(Ψ) représente la cofibre homotopique de l’application r′

[9].
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– L’application l est donnée par la somme amalgamée homotopique

Sp //

γ′k
��

ep+1

��
Gk(Z) l // Gk(Z) tγ′k

ep+1

et l’application h par la propriété universelle.
Comme q ≥ 2, la cofibre homotopique de l’application Ψ est au moins
p + i + 1-connexe, alors Ψ est une p + i + 1- équivalence.
Ψ ◦ H

′
k(α) est homotopiquement nulle parce que ΣiGk(q) ◦ Σiγ

′
k est

homotopiquement nulle.
Comme Ψ est une (p + i + 1)- équivalence, alors H

′

k(α) est homotopi-
quement nulle.

2. L’application f est un épimorphisme et avec la condition de la di-
mension, nous obtenons d’après 2.3.6 σicatf = σicatZ, donc il existe
s′ : ΣiZ // ΣiGk(Z) une section de Σigk(Z).
Nous avons Σigk(Z) ◦ s ' Σif ' idΣiZ ◦ Σif ' Σigk(Z) ◦ s′ ◦ Σif .
Comme Σigk(Z)◦s ' Σigk(Z)◦s′ ◦Σif , alors s ' s′ ◦Σif par la même
technique que celle de la première partie. Considérons le diagramme
homotopiquement commutatif suivant

C(s) Ψ // C(s′)

Sp+i

H
′
i (α)

44

Σiγ
′
k

//

H
′
i(α)

66nnnnnnnnnnnnnnn
ΣiGk(Z)

ζ

OO

id
// ΣiGk(Z)

ζ
′

OO

ΣiX

s

OO

Σif
// ΣiZ

s
′

OO

dans lequel H
′
i(α) = Ψ ◦H

′

i(α). D’après l’hypothèse ΣjH
′

i(α) = 0, on
a ΣjH ′

i(α) = 0. L. Vandembroucq ( [55] théoréme 2.2 ) a montré que,
sous ses condition, on a σi+jcat(Z tf◦α ep+1) ≤ k.

�
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Chapitre 4

L-S σi-catégorie d’un produit
d’applications

La catégorie d’un produit d’espaces a déjà été étudiée par Fox [18]. Puis
le travail de généralisation à la σi-catégorie a été fait par Vandembroucq [55].
Dans ce chapitre, nous obtenons des résultats sur les produits des applica-
tions, qui généralisent le travail de Vandembroucq et Fox, et nous obtenons
aussi des résultats sur le produit smash, qui sont des généralisations des théo-
rèmes proposés par Berstein et Hilton [5] puis par Vandembroucq en 1998.
Bien sûr, notre travail central portera sur la σi-catégorie.

4.1 σi-catégorie et le produit

Proposition 4.1.1 [9] Soient Z et Z ′ deux espaces, alors pour tout i ≥ 1,
Σi(Z × Z ′) ' ΣiZ ∨ ΣiZ ′ ∨ Σi(Z ∧ Z ′).

Théorème 4.1.2 Soient f : X // Y et g : X ′ // Y ′ deux applica-
tions continues. Alors pour tout i ≥ 0, σicat(f × g) ≤ σicatf + σicatg.

Démonstration. Soit i ≥ 0, supposons que σicat f ≤ n et σicat g ≤ n′

et notons sf et sg des relèvements homotopiques respectifs de Σif et Σig
dans ΣiGn(Y ) et ΣiGn′(Y ′) tels que Σign(Y ) ◦ sf ' Σif et Σign′(Y ′) ◦
sg ' Σig. Nous allons construire un relèvement sf×g de Σi(f × g) qui vérifie
Σign+n′(Y × Y ′) ◦ sf×g ' Σi(f × g). Nous allons aussi à partir de sf et sg,
construire une application λ : Gn(Y )×Gn′(Y ′) // Gn+n′(Y × Y ′) .
Détaillons la construction de λ.
Nous avons cat (Gn(Y ) × Gn′(Y ′)) ≤ n + n′ ([18] et corollaire 2.5.4) ; ceci
implique que gn+n′(Gn(Y ) × Gn′(Y ′)) a une section homotopique. Donc le
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diagramme suivant est commutatif à homotopie près.

Gn+n′(Gn(Y )×Gn′(Y ′))
Gn+n′ (gn(Y )×gn′ (Y

′))
//

gn+n′ (Gn(Y )×Gn′ (Y
′))

��

Gn+n′(Y × Y ′)

gn+n′ (Y×Y ′)

��
Gn(Y )×Gn′(Y ′)

s

88ppppppppppppppppppppppp

λ

11

id
// Gn(Y )×Gn′(Y ′)

gn(Y )×gn′ (Y
′)

// Y × Y ′

Notons λ := Gn+n′(gn(Y )× gn′(Y ′)) ◦ s.
Pour i = 0, notons S := λ ◦ (sf × sg), l’application gn+n′(Y × Y ′) ◦ S est
homotope à f × g, ce qui montre que cat (f × g) ≤ cat f + cat g.
Pour i ≥ 1, nous avons Σi(X ×X ′) ' ΣiX ∨ ΣiX ′ ∨ Σi(X ∧X ′) ;
Σi(Gn(Y ) × Gn′(Y ′)) ' (ΣiGn(Y )) ∨ (ΣiGn′(Y ′)) ∨ Σi(Gn(Y ) ∧ Gn′(Y ′))
(proposition 4.1.1).
Nous allons construire une application S′ : Σi(X ×X ′) // Σi(Gn(Y )×Gn′(Y ′))
qui rend le triangle suivant commutatif à homotopie près.

Σi(Gn(Y )×Gn′(Y ′))
Σi(gn(Y )×gn′ (Y

′))

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

Σi(X ×X ′)

S′

OO

Σi(f×g)
// Σi(Y × Y ′)

Pour cela, il suffit de construire sf∧g : Σi(X ∧X ′) // Σi(Gn(Y ) ∧Gn′(Y ′)) .

Notons a : Σi(A ∧B) ' // A ∧ ΣiB et b : Σi(A ∧B) ' // (ΣiA) ∧B .
Soit sf∧g := b−1 ◦ (sf ∧ id) ◦ b ◦ a−1 ◦ (id∧ sg) ◦ a. Posons S′ = sf ∨ sg ∨ sf∧g,
à partir du diagramme homotopiquement commutatif suivant,

Σi(Gn(Y )×Gn′(Y ′)) Σiλ //

Σi(gn×gn′ ) **TTTTTTTTTTTTTTT
ΣiGn+n′(Y × Y ′)

Σign+n′
��

Σi(X ×X ′)

S′

OO

Σi(f×g)
// Σi(Y × Y ′)

nous obtenons σicat(f × g) ≤ n + n′. �

4.2 σi-catégorie et le produit smash

Dans cette section nous voulons montrer que le théorème de Vandem-
broucq ([55] thm 2.2) se généralise au produit smash.

Commençons par un rappel de quelques propriétés bien connues des produit
smash.

75



Proposition 4.2.1 Soit X un espace quelconque. Dans les carrés commuta-
tifs à homotopie près suivants,

A //

��

B

��

et

A ∨X //

��

B ∨X

��
C // D C ∨X // D ∨X

si le premier carré est une somme amalgamée homtopique, alors le second
l’est aussi.

Démonstration. A partir du diagramme commutatif à homotopie près
suivant,

∗ //

��

A //

��

B

��
X // A ∨X // B ∨X

et du lemme 2.1.1, nous obtenons la somme amalgamée homotopique sui-
vante :

A

��

// B

��
A ∨X // B ∨X .

Aussi dans le diagramme commutatif à homotopie près suivant, le grand
carré est une somme amalgamée homotopique ( lemme 2.1.1 )

A //

��

C //

��

C ∨X

��
B // D // D ∨X .

La commutativité à homotopie près du diagramme

A //

��

A ∨X

��

// C ∨X

��
B // B ∨X // D ∨X

dans lequel le grand carré et le carré à gauche sont des sommes amalgamées
homotopiques, et le lemme 2.1.1 impliquent que le carré à droite est une
somme amalgamée homotopique. �

Proposition 4.2.2 Soit X un espace quelconque. Considérons les carrés sui-
vants commutatifs à homotopie près :
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A //

��

B

��

et

X ×A //

��

X ×B

��
C // D X × C // X ×D .

Si le premier carré est une somme amalgamée homotopique, alors le second
est une somme amalgamée homotopique.

Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près.

A×X //

��

C ×X //

��

X

��
A // C // ∗

Du lemme 2.1.1, nous obtenons le produit fibré homotopique suivant :

A×X //

��

C ×X

��
A // C

Dans le cube suivant, les quatre carrés verticaux sont des produits fibrés
homotopiques et le carré du bas est une somme amalgamée homotopique,
donc le carré en haut est une somme amalgamée homotopique ( Mather [39]
deuxième théorème du cube ).

A×X

%%KKKKKKKKKK
//

��

B ×X

��

%%KKKKKKKKKK

C ×X

��

// D ×X

��

A //

%%LLLLLLLLLLLL B

%%LLLLLLLLLLLL

C // D

�

Lemme 4.2.3 Soit X un espace quelconque. Considérons les carrés commu-
tatifs à homotopie près suivants :

A //

��

B

��

et

A ∧X

��

// B ∧X

��
C // D C ∧X // D ∧X .
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Si le premier carré est une somme amalgamée homotopique, alors le second
l’est aussi.

Démonstration. Soit le diagramme commutatif à homotopie près suivant.

A ∨X //

��

%%LLLLLLLLLL B ∨X

��

%%LLLLLLLLLL

C ∨X //

��

D ∨X

��

A×X //

%%KKKKKKKKKK

��

B ×X

%%KKKKKKKKKK

��

C ×X //

��

D ×X

��

A ∧X //

%%LLLLLLLLLL B ∧X

%%LLLLLLLLLL

C ∧X // D ∧X

dans lequel les deux premiers carrés horizontaux du haut sont des sommes
amalgamées homotopique ( prp 4.2.1 et 4.2.2 ), et les quatre suites d’appli-
cations verticales sont des cofibrations homotopiques.
Donc le carré horizontal du bas est une somme amalgamée homotopique
(Doeraene [9]). �

Lemme 4.2.4 Soient X, Y et Z des espaces quelconques. Alors (X ∨Y )∧Z
est équivalent à homotopie près à (X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z).

Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près,

Z //

""F
FF

FF
FF

FF

��

X ∨ Z

��

((QQQQQQQQQQQQQ

Y ∨ Z

��

// (X ∨ Y ) ∨ Z

��

Z //

��

""E
EE

EE
EE

EE
X × Z

��

((QQQQQQQQQQQQ

Y × Z

��

// (X ∨ Y )× Z

��

∗ //

""F
FFFFFFFF X ∧ Z

((QQQQQQQQQQQQQ

Y ∧ Z // (X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z)
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et les carrés horizontaux sont des sommes amalgamées homotopiques (4.2.1
et 4.2.2). En passant aux cofibres, le lemme des quatre cofibrations [9] donne
le résultat. �

En particulier en posont Z = Si, on a :

Corollaire 4.2.5 Σi(X ∨ Y ) ' ΣiX ∨ ΣiY .

Lemme 4.2.6 Soient X, Y et Z des espaces quelconques. Alors

1. (X ∧ Y ) ∧ Z ' X ∧ (Y ∧ Z) (associativité).

2. X ∧ Y ' Y ∧X (commutativité).

Corollaire 4.2.7 Pour Z = Si, Σi(X ∧ Y ) ' ΣiX ∧ Y ' X ∧ ΣiY .

Remarque 4.2.8 Le produit smash est définie comme la cofire homotopique
de X ∨ Y // X × Y . Il coincide avec le produit smash classique ([40],
théoréme 6.5.2 page 244) lorsque X ∨ Y // X × Y est une cofibration.

Définition 4.2.9 Soient f : X // Y et g : X ′ // Y ′ deux applica-
tions continues. Alors catgf ≤ k si et seulement si f ∧ g se factorise à
homotopie près via Gk(Y ) ∧ Y ′ comme suit :

Gk(Y ) ∧ Y ′

gk(Y )∧idY ′

��
X ∧X ′

s
55kkkkkkkkkkkkkk

f∧g
// Y ∧ Y ′

– On notera σi-catgf := catΣigf .
– On notera catAf := catidA

f .

Définition 4.2.10 Supposons que catAX ≤ k et s : X ∧A // Gk(X) ∧A

une section homotopiue de gA
k (X).

Notons ξ : Gk(X) ∧A // C(s) la cofibre homotopique de s.
Pour une application α : Sp // X on définit l’invariant de Hopf HA(α) :=
ξ ◦ (γk ∧A)

Sp ∧A

HA(α)

((γk∧A // Gk(X) ∧A
ξ // C(s)

X ∧A

s

OO

Remarque 4.2.11 Remarquons :
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1. ΣiHA(α) ' HΣiA(α).

2. ΣiC(s) ' C(Σis).

3. catS0X = σ0catX = catX.

4. σicatA(Y ) = catΣiA(Y ).

5. σicatSnX = σi+ncat X.

Théorème 4.2.12 Soient A un espace quelconque, et X un CW-complexe
1- connexe, tels que catAX ≤ k et s : X ∧A // Gk(X) ∧A une section
homotopique de gk(X)∧idA := gA

k (X). Considérons α : Sp // X . Notons
Y = X tα ep+1, pour tout i ≥ 1 :
Si HΣiA(α) = 0, alors catΣiA(Y ) ≤ k.

Démonstration. Remarquons que d’après le corollaire 2.2.7, l’application
ΣigA

k (Y ) a une section homotopique si et seulement si Σi−1cA
k (Y ) est ho-

motopiquement triviale, où cA
k (Y ) : Y ∧A // C(gA

k (Y )) est la cofibre
homotopique de gA

k (Y ).
L’application g̃A

k : (Gk(X) tγk
ep+1) ∧A // Y ∧A est induite par la pro-

priété universelle de la somme amalgamée homotopique dans le diagramme
commutatif à homotopie près suivant :

Sp ∧A //

��

∗

��
Gk(X) ∧A //

��

(Gk(X) tγk
ep+1) ∧A

%k //

egA
k

��

Gk(Y ) ∧A

gA
k (Y )

��
X ∧A // Y ∧A

= //

ecA
k
��

Y ∧A

cA
k (Y )
��

C(g̃A
k ) // C(gA

k (Y ))

Dans lequel :
– L’application %k : (Gk(X) tγk

ep+1) ∧A // Gk(Y ) ∧A existe d’après
la proposition 3.1.3

– Les carrés de gauche sont des sommes amalgamées homotopiques (lemme
4.2.3).

– L’application g̃A
k est égale à gk(X) sur l’espace Gk(X) et l’identité sur

ep+1 et A.
Si c̃A

k est homotopiquement triviale, alors cA
k (Y ) est homotopiquement tri-

viale.
Donc au lieu de montrer que Σi−1cA

k est homotopiquement triviale, nous al-
lons montrer que Σi−1c̃A

k est homotopiquement triviale.

80



Or gA
k (X) ◦ (γk ∧A) ' α∧A (chp 3 proposition 3.1.1), ce qui montre que le

diagramme suivant est commutatif à homotopie près.

X ∧A //

s
��

∗

��
Sp ∧A

=

��

γk∧A // (Gk(X) ∧A)
ζ //

gA
k (X)

��

C(s)

��
Sp ∧A

α∧A // X ∧A
l // ∗

Dans lequel le carré en bas à droite est une somme amalgamée homotopique
( lemme 2.1.1 ).
A partir des cofibrations homotopiques des applications γk∧A, HA(α), α∧A,
et l ◦ (α ∧ A), nous obtenons le diagramme commutatif à homotopie près
suivant :

Sp ∧A
= //

γk∧A

��

=

))SSSSSSSSSSSSSS Sp ∧A

HA(α)

��

=

**VVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Sp ∧A
= //

α∧A

��

Sp ∧A

l◦(α∧A)

��

Gk(X) ∧A //

��

((RRRRRRRRRRRRR
C(s)

q

��

**
X ∧A

��

// ∗

��

(Gk(X) tα ep+1) ∧A //

egA
k ((QQQQQQQQQQQQQQ

C(HA(α))
δ

**
Y ∧A //_____________

ecA
k

vvmmmmmmmmmmmmmm
Σ(Sp ∧A) ' C(l ◦ (α ∧A))

ΣHA(α)'HΣA(α)ttiiiiiiiiiiiiiiiii

C(g̃A
k ) ' // C(δ) ' ΣC(s)

dans lequel les deux carrés horizontaux du haut sont des sommes amalga-
mées homotopiques, donc le troisième carré horizontal du bas est une somme
amalgamée homotopique (Doeraene [9]).
Le carré suivant est une somme amalgamée homotopique.

C(s) //

q

��

∗

��
C(HA(α)) δ // Σ(Sp ∧A)
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Donc δ est la cofibre homotopique de q, ce qui montre que
C(l ◦ (α ∧A)) ' Σ(Sp ∧A).
Aussi C(g̃A

k ) ' C(δ) ' ΣC(s) grâce à la somme amalgamée homotopique
horizontale du bas et la suite de Puppe respectivement.
Considérons, le carré commutatif à homotopie près suivant :

Y ∧A //

ecA
k
��

Σ(Sp ∧A)

HΣA(α)

��
C(g̃A

k ) ' // ΣC(s)

Par hypothèse HΣiA(α) ' 0, il suffit d’appliquer la suspension Σi−1 au carré
précédent pour montrer que Σi−1c̃A

k est homotopiquement triviale. �

Remarque 4.2.13 Pour A = S0, catΣiS0(Y ) = σicatY et HΣiS0(α) =
ΣiH ′(α) (défini par Vandembroucq) ce qui montre que le théorème de Van-
dembroucq, ([55] théorème 2.2, page 192) est un cas particulier du produit
smash.

Théorème 4.2.14 Soient X, X ′ et A des espaces quelconques. alors pour
tout i ≥ 1 catΣiA(X ×X ′) ≤ catΣiAX + catΣiAX ′.

Démonstration. Supposons que catΣiAX ≤ n et catΣiAX
′ ≤ n

′ , sA
X et sA

X′

les sections homotopiques de ΣigA
n (X) et ΣigA

n′(X
′) respectivement.

Nous avons :
– L’application λ : Gn(X)×Gn′(X ′) // Gn+n′(X ×X ′) ( voir la

preuve du thm 4.1.2 ) qui vérifie ΣigA
n+n′(X × X ′) ◦ (Σiλ ∧ A) '

Σi(gn(X)× gn′(X ′)) ∧A.
– Σi(X × X ′) ∧ A ' (ΣiX ∨ ΣiX ′ ∨ Σi(X ∧ X ′)) ∧ A ' (ΣiX ∧ A) ∨

(ΣiX ′ ∧A) ∨ (Σi(X ∧X ′) ∧A).
– Σi(Gn(X) × Gn′(X ′)) ∧ A ' (ΣiGn(X) ∧ A) ∨ (ΣiGn′(X ′) ∧ A) ∨

Σi(Gn(X) ∧Gn′(X ′)) ∧A.
Par le même chemin de démonstration que dans le théorème 4.1.2, nous
allons construire l’application sA

X∧X′ comme suit :
sA
X∧X′ := L ◦ (CA) ◦L−1 ◦ (sA

X ∧ id) ◦L ◦ (CA) ◦R−1 ◦ (id∧ sA
X′) ◦ (id∧L−1) ◦

A ◦ (R ∧ id) : Σi(X ∧X ′) ∧A // Σi(Gn(X) ∧Gn′(X ′)) ∧A , où

– L : Σi(A ∧B) ' // (ΣiA) ∧B et R : Σi(A ∧B) ' // A ∧ (ΣiB) .
– C la commutativité et A l’associativité.

À partir de sA
X , sA

X′ et sA
X∧X′ nous pouvons construire l’application s :

Σi(X ×X ′) ∧A // Σi(Gn(X)×Gn′(X ′)) ∧A , s := sA
X ∨ sA

X′ ∨ sA
X∧X′

telle que (Σiλ ∧ A) ◦ s est la section homotopique de ΣigA
n+n′(X × X ′) i.e.

catΣiA(X ×X ′) ≤ n + n′. �
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Proposition 4.2.15 Soient X et A deux espaces quelconques.
Alors pour tout i ≥ 0, σicat(X ∧A) ≤ catΣiAX ≤ σicatX.

Démonstration.
• Supposons que σicat X ≤ n, donc il existe une section s : ΣiX // ΣiGn(X)
telle que Σign(X)◦s ' idΣiX . Avec le produit smash de l’espace A et le corol-
laire 4.2.7, nous obtenons ΣigA

n (X) ◦ s′ ' idΣi(X∧A) (gA
n (X) := gn(X) ∧ idA

et s′ := s ∧ idA), ce qui montre que catΣiAX ≤ n.
• Supposons que catΣiAX ≤ n, alors il existe une section s : Σi(X ∧A) // Σi(Gn(X) ∧A)
telle que ΣigA

n (X) ◦ s ' idΣi(X∧A).
Le diagramme suivant commute à homotopie près

Σi(Gn(X) ∧A) //

ΣigA
n (X)

��

Σih

((

Σi(Tn(X) ∧A) //

��

ΣiTn(X ∧A)

��

ΣiGn(X ∧A)

22ffffffffffffffffffffffffffff

Σign(X∧A)

vvmmmmmmmmmmmmm

Σi(X ∧A)

s

>>|||||||||||||||||||| idΣi(X∧A)// Σi(X ∧A)
Σi(∆n+1

X ∧idA)
//

Σi∆n+1
X∧A

11Σi(Xn+1 ∧A) // Σi((X ∧A)n+1)

L’application h était induite par la propriété universelle du produit fibré
homotopique.
Notons s′ := Σih ◦ s. On a Σign(X ∧A) ◦ s′ ' idΣi(X∧A) donc σicat (X ∧A)
≤ n.

�

Théorème 4.2.16 Soient f : X // Y et g : X ′ // Y ′ deux applica-
tions continues, dont l’une au moins est non nulle. Alors pour tout i ≥ 1,
σicat(f ∧ g) + 1 ≤ σicatgf + 1 ≤ σicat(f × g) ≤ σicatf + σicatg.

Démonstration. L’inégalité de droite est le théoréme 4.1.2. Nous montrons
les inégalités σicat(f ∧ g) ≤ σicatgf et σicatgf + 1 ≤ σicat(f × g).
Supposons que σicat(f×g) ≤ n+1, et s : Σi(X ×X ′) // ΣiGn+1(Y × Y ′)
un relèvement de Σi(f × g) qui vérifie Σign+1(Y × Y ′) ◦ s ' Σi(f × g).
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Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près.

Fn(Y × Y ′) //

in(Y×Y ′)

��

Fn(Y )× Fn(Y ′)

��

// Fn(Y )× ∗ //

in(Y )×∗

��

∗

��

0
.
+
)
&
$
"
�

�
�
�

�
�

�
�

��

ssg g g g g g g g g g g g g g

Gn+1(Y × Y ′)
r

++
Gn(Y × Y ′)

gn(Y×Y ′)

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

22ffffffffffffff
// Gn(Y )×Gn(Y ′) // Gn(Y )× Y ′

gn(Y )×idY ′

''

// G̃n+1

epn+1

��
Y × Y ′

Dans lequel :
– Gn+1(Y × Y ′) est la cofibre homotopique de l’application in(Y × Y ′) :

Fn(Y × Y ′) // Gn(Y × Y ′) .

– G̃n+1 := Gn(Y ) × Y ′ t C(Fn(Y ) × ∗) est la cofibre homotopique de
in(Y )× cte : Fn(Y )× ∗ // Gn(Y )× Y ′ .

– L’application r est induite par la propriété universelle de la somme
amalgamée homotopique.

– L’application p̃n+1 est induite par la propriété universelle de la somme
amalgamée homotopique.

– L’application (G1, G2) : Gn(Y × Y ′) // Gn(Y )×Gn(Y ′) est in-
duite des projections q1 : Y × Y ′ // Y et q2 : Y × Y ′ // Y ′ .

– De même pour l’application (F1, F2) : Fn(Y × Y ′) // Fn(Y )× Fn(Y ′) .
Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près.

Gn+1(Y × Y ′) r //

gn+1(Y×Y ′) ''OOOOOOOOOOO G̃n+1
//

��

Gn(Y ) ∧ Y ′

��
Y × Y ′ // Y ∧ Y ′

Aussi le diagramme suivant est commutatif à homotopie près,

Gn(Y ) ∧ Y ′ //

��

h

''

Tn(Y ) ∧ Y ′ //

��

Tn(Y ∧ Y ′)

jn(Y ∧Y ′)

��

Gn(Y ∧ Y ′)

gn(Y ∧Y ′)wwo o o o o o

33gggggggggggg

Y ∧ Y ′

∆n+1
Y ∧Y ′

11// Y n+1 ∧ Y ′ // (Y ∧ Y ′)n+1
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dans lequel :
– Gn(Y ∧Y ′) (le nième espace de Ganea de Y ∧Y ′) représente le produit

fibré homotopique des applications
jn(Y ∧Y ′) : Tn(Y ∧ Y ′) // (Y ∧ Y ′)n+1 et ∆n+1

Y ∧Y ′ : Y ∧ Y ′ // (Y ∧ Y ′)n+1 .

– L’application h est induite par la propriété universelle du produit fibré
homotopique.

Remarquons que l’application ΣiπX : Σi(X ×X ′) // Σi(X ∧X ′) a une
section homotopique ξ pour tout i ≥ 1, puisque Σi(X×X ′) ' ΣiX ∨ΣiX ′∨
Σi(X ∧X ′), comme suit :

Σi(X ∧X ′)

id

))
� � ξ // Σi(X ×X ′)

ΣiπX // Σi(X ∧X ′)

L’application Σiπ̃Gn(Y ) : ΣiG̃n+1 = Σi(Gn(Y )× Y ′) t C(Σi(Fn(Y )× ∗)) // ΣiGn(Y ) ∧ Y ′

est définie comme suit :

Σi(Fn(Y )× ∗) //

��

Σi(Gn(Y )× Y ′)

��
ΣiπGn(Y )

��

∗ //

∗ ..

ΣiG̃n+1
Σi

eπGn(Y )

((
ΣiGn(Y ) ∧ Y ′

– Notons s′ := Σiπ̃Gn(Y ) ◦ Σir ◦ s ◦ ξ, Σi(f ∧ g) ' ΣigY ′
n (Y ) ◦ s′ ce qui

montre que σicatgf + 1 ≤ σicat(f × g).
– Notons s′′ := Σih ◦ s′, Σi(f ∧ g) ' Σign(Y ∧Y ′) ◦ s′′ ce qui montre que

σicat(f ∧ g) ≤ σicatgf .
Comme dans le diagramme commutatif à homotopie près suivant :

Σi(X ×X ′) s //

Σi(f×g)

**

ΣiGn+1(Y × Y ′) Σir //

Σign+1

##G
GGGGGGGGGGGGGGGGGG ΣiG̃n+1

Σi
eπGn(Y ) //

Σi
epn+1

��

ΣiGn(Y ) ∧ Y ′

��

Σih // ΣiGn(Y ∧ Y ′)

Σign(Y ∧Y ′)

��
Σi(X ∧X ′)

ξ

OO

Σi(f∧g)

33Σi(Y × Y ′)
Σipr

// ΣiY ∧ Y ′ ΣiY ∧ Y ′

�

En particulier, dans le cas g = idSn , le théorème donne :
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Corollaire 4.2.17 Soit f : X // Y et g = idSm et m ≥ 1, on a :
– σicat(Σmf) + 1 ≤ σi+mcatf + 1 ≤ σicat(f × idSm) ≤ σicatf + 1.
– À la limite σcat(f × idSm) = σcatf + 1.

Le théorème précédent généralise le théorème de Vandembroucq [56] (théo-
rème 4.1.3. page 64), et aussi la corollaire précédente généralise la conjecture
de Ganea et repond positivement à cette généralisation pour les applications
f dont lesquelles σcatf = catf .

Proposition 4.2.18 Soient f : X // Y et g : X
′ // Y

′ deux appli-
cations continues. Alors pour tout i ≥ 0,

1. σicat(f ∧ g) ≤ min{σicatf, σicatg}.
2. max{σicatf, σicatg} ≤ σicat(f × g).

Démonstration.
1. Supposons que σicatf ≤ n, i.e. il existe une application s : ΣiX // ΣiGn(Y ) ,

telle que Σign(Y ) ◦ s ' Σif .
Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près :

ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��

// ΣiTn(Y )

Σijn

��
ΣiX

Σif //

s
99ttttttttt
ΣiY

Σi∆n+1 // ΣiY n+1

En passant au produit smash, le diagramme suivant est aussi commu-
tatif à homotopie près :

ΣiGn(Y ) ∧ Y ′

��

// ΣiTn(Y ) ∧ Y ′ kn //

��

ΣiTn(Y ∧ Y ′)

Σijn(Y ∧Y ′)
��

ΣiX ∧ Y ′

s∧id
77oooooooooooo
// ΣiY ∧ Y ′ //

Σi∆Y ∧Y ′
n+1

11ΣiY n+1 ∧ Y ′ // Σi(Y ∧ Y ′)n+1

dans lequel l’application kn((y0, y1, . . . , yn)∧y′) = (y0∧y′, . . . , yn∧y′).
A partir du diagramme précédent, nous allons construire le diagramme
commutatif à homotopie près suivant,

ΣiGn(Y ) ∧ Y ′ //

��

Σih

((

ΣiTn(Y ∧ Y ′)

��

ΣiGn(Y ∧ Y ′)

66mmmmmmmmmmmmm

Σign(Y ∧Y ′)vvmmmmmmmmmmmmm

ΣiX ∧X ′

s′
//

Σi(f∧g)

77idΣiX∧g
// ΣiX ∧ Y ′

s∧idY ′

??~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

Σif∧id
// Σi(Y ∧ Y ′) // Σi(Y ∧ Y ′)n+1
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dans lequel Gn(Y ∧ Y ′) est le produit fibrée homotopique des applica-
tions jn(Y ∧ Y ′) et ∆Y ∧Y ′

n+1 , et h existe par la propriété universelle de
produit fibré homotopique.
Notons s′ := Σih◦(s∧idY ′)◦(idΣiX∧g). On a alors Σign(Y ∧Y ′)◦s′ '
Σi(f ∧ g) ce qui implique que σicat(f ∧ g) ≤ σicatf .
(Même chemin de démonstration pour σicat(f ∧ g) ≤ σicatg.)

2. Supposons que σicat(f × g) ≤ n, i.e. il existe une application s :
Σi(X ×X ′) // ΣiGn(Y × Y ′) , telle que Σign(Y ×Y ′)◦ s ' Σi(f ×
g). Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près,

ΣiGn(Y × Y ′)
ΣiGn(q1) //

Σign(Y×Y ′)
��

ΣiGn(Y )

��
Σi(Y × Y ′)

Σiq1

// ΣiY

dans lequel l’application q1 : Y × Y ′ // Y est la première projec-
tion.
Notons i1 : X

� � // X ×X ′ l’inclusion de X dans X × X ′ et s′ :=
ΣiGn(q1) ◦ s ◦ Σii1.
Nous montrons, à partir du diagramme commutatif à homotopie près
suivant, que Σign(Y ) ◦ s

′ ' Σif i.e. σicatf ≤ σicat(f × g).

ΣiGn(Y × Y ′)
ΣiGn(q1) //

��

ΣiGn(Y )

Σign(Y )

��
ΣiX

s′

++

Σif

22
Σii1 // Σi(X ×X ′)

s
66nnnnnnnnnnnn Σi(f×g)// Σi(Y × Y ′)

q1 // ΣiY

De la même façon, σicatg ≤ σicat(f × g).

�
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Résumé

Notre travail s’inscrit dans un domaine initié en 1934 par Lusternik et
Schnirelmann qui associent a une variété un invariant appelé catégorie qui
permet de minorer le nombre des points critiques d’une fonction différentiable
sur cette variété.

Nous nous intéressons à une généralisation au cas des applications conti-
nues entre espaces topologiques, auquelles nous associons un invariant appelé
σi-catégorie.
Nous obtenons plusieurs caractérisations de la σi-catégorie d’une application.

Nous examinons ensuite l’effet sur la σi-catégorie d’un attachement d’une
cellule à la source d’une application. Cette étude est faite au moyen d’un
nouvel invariant, appelé invariant de Hopf relatif.

Enfin nous examinons les relations entre les catégories de produit et de
produit smash.

Abstract

Our work is registered in a field initiated in 1934 by Lusternik and Schni-
relmann, which associate with a variety an invariant called category, which
allows to undervalue the number of the critical points of a differentiable
function on this variety.

We are interested in a generalization in the case of the continuous appli-
cations between topological spaces in wich we associate an invariant called
σi-category.
We obtain several characterizations of the σi-category on an application

We examine then the effect on the σi-category of a cell attachment on an
application source. This study is made with a new invariant, called invariant
of relative Hopf.

Finally we examine the relations between the categories of product and
product smach.
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